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小さいヘルムホルツ共鳴器は外部に音を漏らさない（関数解析的手法での音の解析）その２

大野泰治郎
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1 目的

小さいヘルムホルツ共鳴器から生じる（ヘルムホルツ）共鳴周波数を与えるグリーン作用素 −Δ−1 の固有

値が存在し、その固有関数のサポートは、cabity（ヘルムホルツ共鳴器を実現する窪み）内にとどまることを

示したい。

1.1 はじめに

ヘルムホルツ共鳴（周波数
c
√
A/(V L)

2 π )を与える式 x′′ = −c2A/(V L)x は単振動の方程式mx′′ = −Kx に
　 m =　ρ AL , K （バネ定数）= ρ A2c2/V を与えることで得られる [5]13p。ここで、mは質量、ρは密

度、cは音速、Aはネックの面積 Vは cabityの体積、Lはネック長を表す。

この式を波動方程式　 ∂2u
∂t2 = c2∆xu から導こうとすると、∆の固有値　 − λ2、固有関数 vλ および

u(t, x) = f(t)vλ(x)とおくと
∂f・vλ
∂t2 = −(c・λ)2f・vλ 両辺から vλ を消すと

∂f
∂t2 = −(c・λ)2f となり、

ヘルムホルツ共鳴周波数の正当性を示すには、ラプラシアンの固有値（グリーン作用素の固有値）が-A/LV

(LV/A ≡ μ0)であること、この目的を示すにはその固有関数のサポート領域は cabityをでないことを示せ

ば良い。*1

2 準備

2.1 ラプラシアンの固有値（簡単な例）

２次元の方形領域 [0,a]×[0,b]上のディリクレ問題での-Δの固有値と固有関数は、

λ = (m
2

a2 + n2

b2 )π
2, fλ = sin(m π

a x)sin(n πb y)で与えられる [2]139p。n,m = 1,2,...

従って、-Δの最小固有値は ( 1
a2 + 1

b2 )π
2（グリーン作用素の最大固有値は, a2b2

π2(a2+b2) )である。

問題を定式化すると、Ω = [0, a] × [0, b]　, 境界条件 fλ(x) = 0(x ∈ ∂Ω)のもとで −Δ (fλ) = λ fλを満

たすλ *2と fλを L2(Ω) ≡ {f ;
∫
Ω f

2dx < ∞ } の範囲ですべて明らかにすることとなる。

通常、変数分離を用いて計算するようだが、ここでは、フーリエによる三角関数 (sin関数 と cos関数)を使っ

た展開を用いて解くことにする。

*1 別件だが、波動方程式の解の一意性（もちろん同じ境界条件で）は、ラプラシアンの固有空間の次元と関連する。つまり、固有空
間の次元が 2以上であれば、同じ境界条件、同じ波動方程式で複数の解が生じることになり、一般に固有空間の次元は有限ですら
ない。

*2 斉次境界条件 {f(x) = 0、∂f
∂n

= 0 x ∈ ∂Ωなど境界条件が０で与えられていること} では、-Δの固有値は正の実数に限ることが
簡単にわかる
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まず、f ∈ L2[−π、π]に対して、次の三角関数による展開が成立する。*3

f(x) = a0/2 +

∞∑
n=1

ancos(nx) + bnsin(nx)*
4 (1)

ここで、an =
1

π

∫ π

−π
f(x)cos(nx)dx (0 ≥ n), bn =

1

π

∫ π

−π
f(x)sin(nx)dx (0 < n) (2)

この式は認めるとして、一般の区間 (α,β)へ式を変形すると次のようになる。*5

f(x) = α0/2 +

∞∑
n=1

ancos(
nπ(2x−α−β)

β−α
) + bnsin(

nπ(2x−α−β)

β−α
) (6)

an =
2

β−α

∫ β

α
f(x)cos(

nπ(2x−α−β)

β−α
)dx (0 ≥ n), bn =

2

β−α

∫ β

α
f(x)sin(

nπ(2x−α−β)

β−α
)dx (0 < n)

(7)

ここで、α=0、β=b とする。このとき f(0)=0（つまり、ディリレク境界条件）であれば、f を (-b,b) 上

で奇関数 f̃ に拡張できる。（この指摘は重要で、ノイマン境界の場合は、遇関数に拡張でき、従って次に述

べるように sin 関数の係数が 0 になる。）f̃ が奇関数なので、この展開での係数 an（ノイマン条件の場合

は bn）は０になる。つまり、f̃(x) =
∑∞
n=1 bnsin(n(

π x
b )), bn = 1

b

∫ b
−b f̃(x)sin(n(

2 π x
2b ))dx (0 < n) =

2
b

∫ b
0
f(x)sin(n(π x

b ))dx (0 < n) となる。

この関係を用いて,-Δの固有関数 fλ(x, y)を最初に yに関して、展開すると

fλ(x, y) =
∑∞
n=1 bn(x)sin(n(

π y
b )) bn(x) = 2

b

∫ b
0
f(x, y)sin(n(π y

b ))dy (0 < n) さらに、bn(0) =

0 なので同じように処理できて、結局 fλ(x, y) =
∑∞
n=1

∑∞
m=1 bm,nsin(m(π x

a )))sin(n(π y
b )), bm,n =

4
ab

∫ a
0

∫ b
0
fλ(x, y)sin(m(π x

a ))sin(n(π y
b ))dxdy (0 < n)となる。

Δ fλ = −λ fλ と三角関数への展開の一意性を考慮すると (m2 (π)2

a2 + n2 (π)2

b2 )bm,n = λ bm,n

fλは定数０ではないので、bm,nはすくなくとも一つ 0でない値をとり、その時のλはm2π2

a2 + n2π
2

b2 であり固

有関数は sin(m(π x
a ))sin(n(π y

b )) をとる。

*3 fに周期性 f(−π) = f(π)は仮定しない、より正確に言えば、周期性のない関数とは、不連続な周期関数であり、たまたま端点で
不連続な点があると考えることができる。

*4 こ の 収 束 は L2(Ω) の 意 味 で あ る 。各 点 収 束 に 関 し て は f の 連 続 点 で 成 立 し 、不 連 続 点 x0で は 、そ
の limx↗x0

f(x) と limx↘x0
f(x) の中点と等しくなる。（つまり、非周期関数では、その両端の関数値の中点とフーリエ展

開の値が等しくなる)[4]62p

*5 f ∈ L2(α,β)とし x、∈ [α,β] → x̂ ∈ [−π.π]へ移す１次変換（これを x̂(x)及びその逆関数を x(x̂)と書く）を用いて変数
変換すると

f(x) = f(x(x̂(x)))) = a0/2 +

∞∑
n=1

ancos(nx̂) + bnsin(nx̂) (3)

ここで an =
1

π

∫ π

−π
f(x(x̂))cos(nx̂)dx̂ (0 ≥ n), bn =

1

π

∫ π

−π
f(x(x̂))sin(nx̂)dx̂ (0 < n) (4)

dx̂ = dx̂
dx

dx = 2 π
β−αdx に注意すると

an =
1

π

∫ β

α
f(x(x̂(x)))cos(nx̂(x))

2π

β−α
dx (0 ≥ n), bn =

1

π

∫ β

α
f(x(x̂(x)))sin(nx̂(x))

2π

β−α
dx (0 < n) (5)

ここで、具体的に x̂ =
π (2x−α−β)

β−α で与えるとよい。
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2.2 超関数の意味での微分（広義の微分)

まず一次元の場合を考える。定義域Ω=(-1,1)として、fをΩ上の実関数とする。fを (-1,0)、(0,1)では微

分可能であるとし、原点では連続であるが微分可能である必要はないとする。（例えば f(x) = |x|)このとき区
間 (-1,1)では、fは超関数の意味では微分可能であり、その微分値は (-1,0)∪(0,1)上では fの微分値と等しく

原点での値は何をとってもよい。この関数をあとで使うので、便宜上ここでは f̂ と置くことにする。なぜこの

ようなことになるかというと超関数の意味での微分とは、微分をある意味、積分（部分積分）で表現している

ので、定義域上の測度０ (面積が無視できる)の集合上でなにが起こっているかは問題にならないことによる。

以下、定義を与える。関数 f ∈ L2(Ω) の超関数の意味での微分は次の条件をみたす g のことである。(g を

L2(Ω)に属すとか関数だとかに制限せずに書いていることに注意)∫
Ω(f φ

′)dx = −
∫
Ω(g φ)dx ∀φ ∈ C∞0 (Ω) : {Ω上の無限回微分（通常の意味）可能関数で {x;φ (x) ̸= 0}

*6 がΩに含まれる }
上で与えた f̂ が上の条件をみたすことを確かめる。

∫
Ω(f φ

′)dx =
∫ 0

−1
(f φ′)dx+

∫ 1

0
(f φ′)dx = −

∫ 0

−1
(f ′φ

)dx+ [f φ]0
−

−1 −
∫ 1

0
(f ′φ)dx+ [f φ]10+ ここで f(0−) = limx↗0 f(x)、f(0+) = limx↘0 f(x)今ｆが０で連

続なので両者は等しい。およびφは ∂Ω上で０であることを考えると
∫
Ω(f φ

′)dx =
∫ 0

−1
(f φ′)dx+

∫ 1

0
(f φ

′)dx = −
∫ 0

−1
(f ′φ)dx−

∫ 1

0
(f ′φ)dx = −

∫
Ω(f̂φ)となり f̂は f の超関数としての微分の条件をみたす。ここ

で、fが原点で連続でないときにはディラックのδ関数 *7 がｇに含まれることになる。（従って gはこのとき

通常の意味での関数ですらない）

以下の議論では実はこの超関数としての微分が L2(Ω)に属するという空間（ソボレフ空間W 1,2）内で議論す

ることになる。つまり微分にδ関数が現れる場合は議論の対象にしない*8。

Ωが多次元の場合、一次元と同じだが部分積分の代わりにガウス・グリーンの定理を用いる。つまり、ｇ⃗が関

数 fの超関数の意味での∇f であるとは、
∫
Ω(f ∇ · φ⃗)dx = −

∫
Ω(g⃗ · φ⃗)dx 、∀φi ∈ C∞0 (Ω)、φ⃗ = (φi)

をみたすことである。この場合も一次元と同じようにΩ=Ω1 ∪ Ω2 及び Ω1 ∩ Ω2 = Φ（空集合）γ ≡
*9∂Ω1 ∩ ∂Ω2 とし、fは γ 上で連続でΩ1、Ω2上でそれぞれ通常の意味で微分可能であるとする。一次元と

同じようにg⃗をΩ1、Ω2上では∇f と等しく、γ上では任意の有限値をとる関数とする。このときg⃗は超関数の
意味での∇ f である。このことは各Ωi 上では g⃗ は微分可能なので、その領域上でガウスの定理が使える。f

が連続であること、およびφが ∂Ω上で０であること、および境界γ上のΩ1、Ω2での法線ベクトルが逆方向

であることを考えると、
∫
∂Ω1

(fφ⃗ · n)dx+
∫
∂Ω2

(fφ⃗ · n)dx = 0 が成り立つ。従って、∫
Ω(f∇ · φ⃗)dx =

∫
Ω1

(f∇ · φ⃗)dx +
∫
Ω2

(f∇ · φ⃗)dx =
∫
Ω1

(∇ · (fφ⃗))dx −
∫
Ω1

(∇f · φ⃗)dx+
∫
Ω2

(∇ ·
(fφ⃗))dx −

∫
Ω2

(∇f · φ⃗)dx=
∫
∂Ω1

(fφ⃗ · n)dx +
∫
∂Ω2

(fφ⃗ · n)dx −
∫
Ω1

(∇f · φ⃗)dx −
∫
Ω2

(∇f · φ⃗)dx=

−
∫
Ω1

(g⃗ · φ⃗)dx−
∫
Ω2

(g⃗ · φ⃗)dx=−
∫
Ω (g⃗ · φ⃗) つまりg⃗は超関数としての∇f の条件を満たす。

*6 Aとは Aとその境界を含んだ領域 ≡ Aの閉包
*7 一点で∞、他は０となる関数で、積分すると１になる関数
*8 δ関数は L2(Ω) 関数ではない。何故か・・L2関数とするとδ関数 = 0 がΩ上ほとんど全てで成立する。従ってδ関数のΩ上の
積分は０となり。δ関数の本来の定義と矛盾する。

*9 左辺 γ を右辺で定義するの意味
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2.3 geometry

対象モデルの幾何を明確にする。次元 (n) は２次元または３次元である。Ωは有界な連結開集合で境界は

リプシッツ連続 *10 *11 とする。Fig1は２次元の cabityの図である。(b)を ϵ縮小し、channel Γϵ　を追加し

たのが (a) である。channel と cabity との接合部分の長さが O(ϵ3)*12 になっている。原点のとり方は、(b)

に指定してある。Σout
1 ⊂ Ω を方形とし内部に cabity ω1 を持つ。ωϵ = ω1のϵ縮小、Σoutϵ = Σout1 のϵ縮小、

Σϵ = Σoutϵ − ωϵ − Γϵ、Ωϵ = Ω − Σϵ = ωϵ ∪ Γϵ ∪ Ωoutϵ 、Ω
out
ϵ = Ω − Σoutϵ とそれぞれ定義する。重要な点は

Lε·Vε
Aε
をε− free(ε− nondimension)*13 とすることである。

ヘルムホルツ共鳴器の geometryと言うときには、この定義をふくめて、Ωϵ で表すことにする。

2.4 リースの表現定理、ソボレフ空間、斉次ポアソン方程式の解の存在と一意性

まず。基本となるリースの表現定理について説明する。H を可分 (separable) な *14 ヒルベルト空間とす

る。T を H 上の線形、有界な実汎関数とする。このとき H に唯一 fT ∈ H が存在し、T (g) = (fT , g) が成

立する。証明は次のようにする。{fn} を正規な H の直交基底にとる。このとき fT =
∑
n T (fn)fn と置く

とよい。
∑∞
n=1(T (fn))

2 < ∞　であることは次のようにしてわかる。aiを T (fi)とおく bnを {
∑n
i=1(ai)

2} 1
2

とする。fiの正規性から ∥
∑n
i=1 aifi∥2 =

∑n
i=1 a

2
i = b2nに注意すると bn =

∑n
i=1

ai
bn
ai = T (

∑n
i=1

ai
bn
fi)

≤ ∥T∥∥
∑n

i=1 aifi
bn

∥ = ∥T∥つまり、
∑n
i=1(T (fi))

2 ≤ ∥T∥2(∀n > 0)。

またこのとき、(fT , g) =
∑
n T (fn)(fn, g) = T (

∑
n(fn, g)fn) = T (g)、fTの一意性は、明らかである。*15

*10 [1]にはそう書いてあるが、境界のある程度の滑らかさを必要とするかもしれない。
*11 局所的にその勾配 | φ (x)−φ (y)|

|x−y| が有界であること。微分可能性は仮定しないが、結果として殆ど全ての点で微分可能性がでる。
*12 ３次元の場合は接合部分の直径が O(ϵ2)
*13 こういう言い方があるわけではない。n =2の場合ではチャネルの開口の直径の大きさを O(ε＾ 3)、n = 3の場合では O(ε2)に
とらなければいけない理由はそこにある

*14 結果として、可算個の正規直交基底がとれることを意味する
*15 この証明はあまり見かけない、一応抜けはなさそうだけれどもしかするとバグがあるかもしれない。
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この単純な定理が実は非常に強力な結果をもたらすことを示そう。

次の斉次境界ポアソン問題を解くことを考える。Ωを有界、連結な開集合で、境界はリプシッツ連続 *16 とす

る。このとき ∀f ∈ L2(Ω)に対し、次の条件を満たす uの存在を問う。

Δ u = −f

境界条件は、f(x) = 0(x ∈ Γ1)、
∂f

∂n
{境界上の法線方向の微分を表す } = 0(x ∈ Γ2)

Γ1 ∩Γ2 = φ　、Γ1 ∪Γ2 = ∂Ω

(8)

この書き方では解 uに２回までの微分可能性を要求してしまうので、次のように弱い解の存在にまで、条件を

弱める。

u ∈ H1
e (Ω)∫

Ω
∇u∇φ dx =

∫
Ω
f φ dx ∀φ ∈ H1

e (Ω)
(9)

ただし、

H1
e ≡ {f ∈W 1,2; f(x) = 0 ∀x ∈ Γ1}

W 1,2 ≡ {f ∈ L2(Ω)、かつ超関数の意味での一回偏微分可能で、|∇f | ∈ L2(Ω)}
(10)

一見 Γ2上のノイマン境界条件が入っていないように思うかもしれないが、uが２回微分可能で、∆u = −f だ
とすると、ガウスの定理から、 ∫

Ω
∇u∇φ dx =

∫
∂Ω
　φ

∂u

∂n
dS +

∫
Ω
f φ dx ∀φ ∈ H1

e (Ω)

式 (??)およびϕ ∈ H1
e (Ω)のΓ1上の境界条件から次のΓ2上のノイマン条件が出てくる∫

∂Ω
φ
∂u

∂n
dS =

∫
Γ2

φ
∂u

∂n
dS = 0

(11)

W 1,2は内積 (f, g)H1 =
∫
Ω fgdx +

∫
Ω∇f∇gdx によりヒルベルト空間をつくる。H1

eはその閉部分空間なの

で同じ内積でヒルベルト空間をつくる。

ここまでで、∀f ∈ L2(Ω)に対して、H1
e (Ω)上の有界な線形汎関数を

∫
Ω
fϕdxであたえると、リースの表現定

理から H1
e (Ω)の元が一意に決まって、（それを T (f)とおく）

∫
Ω
fϕdx = (T (f), ϕ)H1

e (Ω)と表現できることが

わかる。この T が実は、ヘルムホルツ共鳴器の場合には有界、線形、自己随伴、正値、コンパクト作用素とな

ることが後で示される。ヘルムホルツ共鳴器を与える Ωϵ の場合その geometryからポアンカレの不等式 *17が

成立する。そのために H1
eの内積を微分値のみで表現することができる。

ヘルムホルツ共鳴器の geometryを用いて、いままでの結果をまとめると、H1
e (Ω)を Hϵ(Ωϵ)、このとき、Γ1

は∂Ω*18、T を Tϵとおくと

∃1Tϵ(f) ∈ Hϵ(Ωϵ)　 with∫
Ωϵ

f φ dx =

∫
Ω
(∇Tϵ(f) · ∇φ)dx ∀ϕ ∈ Hϵ(Ωϵ)

(12)

*16 [1]にはそう書いてあるが、境界のある程度の滑らかさを必要とするかもしれない。
*17 L2(Ω)の自乗ノルムがその微分値の自乗ノルムで一様に抑えられること、つまり ∥f∥L2(Ω) ≤ K∥∇f∥L2(Ω)、定数K は f とは
独立にとれる

*18 ヘルムホルツ共鳴器の geometory の場合∂Ωは外部境界を表す。
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となり、これはヘルムホルツ共鳴器をあたえるΩϵ上でポアソン方程式 (9)の解が Tϵ(f)が一意に存在するこ

とを意味する。

2.5 入門的な教科書に出てくる範囲でわかっていること

ここでは、教科書 [3]8 章にそって正値、連続な自己随伴（共役）、コンパクト作用素の固有値問題について

の結果を示し、それが、問題にしているヘルムホルツ共鳴器上のグリーン作用素 (Hϵ(Ωϵ), Tϵ)に適応できるこ

とを示す。

2.5.1 ヒルベルト空間および、弱収束、強収束と関連する諸定理

ヒルベルト空間とは、数学的にいってしまうと、内積が定義されており、内積から導かれるノルム

∥f∥*19 により、完備なノルム空間をなすもの。となる。また、H の元の列 fnが f0に強収束するとは

、limn→∞∥fn − f0∥ = 0となること。このときに f0 が Hに含まれるかを考えてみる。Hがヒルベルト空間

であることを忘れて、例えば、開区間 (a,a+1)だとすると、fn = a+ 1
nは f0 = aに収束するが、aはH には

含まれない。これをH = [a, 1]とすると、H 内の任意の収束する列の極限（収束値）は、H 内に含まれる。こ

の性質を持つときに、H は与えられたノルムで閉じている（完備である）という言い方をする。

繰り返すと、Hがヒルベルト空間であるとは、内積が定義された関数空間で、内積により定義できるノルムに

関して閉じている空間のことである。特に、可算個の基底を持つときに、可分なヒルベルト空間といい、この

文章全体でヒルベルト空間とは、全て可分な実 *20 ヒルベルト空間を扱う。さらに、fnが f に弱収束するとは

、limn→∞(fn, ϕ) = (f, ϕ)、∀ϕ ∈ H が成立することである。一連の次の性質（命題）が成立する。数値は証

明の難易度をあらわす。１定義の翻訳、２容易、３明らかではないが、考えるとわかる。４簡単そうで、実は

むづかしい。５大変むづかしい。

ヒルベルト空間内の強収束する無限列は弱収束する。1 (13)

ヒルベルト空間内の弱収束する無限列は有界である。4 (14)

逆に
ヒルベルト空間内の有界な無限列空間内の元に弱収束する部分列が存在する。3or4 (15)

ヒルベルト空間内の弱収束する無限列が、必ずしも強収束するとは限らない。1

例えば {ϕn}を基底にとれば、０に弱収束することがわかる。
(16)

ϕnがϕ0に強収束し、ψnがψ0に弱収束すれば、(ϕn, ψn)は (ϕ0, ψ0)に収束する。2 (17)

ϕnがϕ0に弱収束するとき、∥ϕ0∥ ≤ lim inf
n→∞

∥ϕn∥。2 (18)

ϕnがϕ0に弱収束し、lim
n→∞

∥ϕn∥ = ∥ϕ0∥ならばϕnがϕ0に強収束する。2 (19)

2.5.2 有界、正値、自己随伴、コンパクト線形作用素の固有値問題

まず、言葉の定義から。ヒルベルト空間上の線形作用素 T : H → H が

・有界であるとは、supf∈H
∥T (f)∥
∥f∥ ≡ ∥T∥*21 <∞であること。有界であることと、連続であることは同値。

*19 ∥f∥ = (f, f) 1
2
のこと

*20 スカラーとして、実数をとる
*21 Tのノルムという
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・正値であるとは、(T (f), f) ≥ 0 ∀f ∈ H。であること

・コンパクト作用素であるとは、Tが弱収束する列を強収束する列へ移すこと。

・自己随伴（共役）作用素であるとは、(Tf,g)=(f,Tg) ∀f, g ∈ H が成立すること。（つまり、行列のことばで

言えば、エルミート *22)。

このとき次のことが成立する。
T の固有空間の次元は有限である。 (20)

(∵) 対応する独立した固有関が数無限個あるとしよう、固有値λの単位*23直交固有ベクトルを {fn}とする。
その弱収束列が存在する (性質 15)ことが、わかっているので、それを改めて {fn}とおくことにする。従っ
て、T のコンパクト性から {T (fn)} = {λfn}は強収束する。
つまるところ、{fn}は強収束するので、それは、収束列でないといけない。しかし、{fn}は直交しているの
で、|fn − fm|2 = 2(n ̸= m)となり、そのようにとることはできない。

同様に、次のことが示される。
T の固有値の集積点は 0以外にない。 (21)

(∵){λn}をλ ̸= 0へ集積する固有値列とする。その単位、直交する固有ベクトルを {fn}とする。上と同じ議
論で、{T (fn)} = {λnfn}は強収束するように取り直せるので、
{λnfn} は収束列でないといけない。しかし、{fn} は直交しているので、|λnfn − λmfm|2 = λ2n + λ2m(n ̸=
m)となり、そのようにとるためには、λn → 0でないといけない。

さて、次の重要な結果が導かれる。

Th. 1. Tは有界、正値、自己随伴、コンパクト作用素とする。このとき、Tは 0に収束する正の固有値列

{λn}と対応する固有関数 {fn}がとれて。

∃λ0 ≥ λ1 ≥ ... ≥ λn ≥ ... limn→∞λn = 0 (22)

および、λnの対応する固有関数を fnとすると、

g ∈ H に対して、T (g) =
∞∑
n=0

　λn(g, fn)fnと表現できる。 (23)

証明は一連の補題から導かれる。まず、次の補題を示す。

Lemma. 1. Tが自己随伴作用素のとき、∥T∥ = supϕ∈H
(Tϕ,ϕ)
∥ϕ∥2 が成立する。

Proof. |(Tϕ, ϕ)| ≤ ∥Tϕ∥∥ϕ∥ ≤ ∥T∥|ϕ∥2 故、supϕ∈H (Tϕ,ϕ)
∥ϕ∥2 ≤ ∥T∥

逆は、M ≡ supϕ∈H
(Tϕ,ϕ)
∥ϕ∥2 とおき、∀ϕ, ψ ∈ H に対して、(Tϕ+Tψ, ϕ+ψ)− (Tϕ−Tψ, ϕ−ψ) = 4(Tϕ, ψ) お

よび、(Tϕ+Tψ, ϕ+ψ) ≤M∥ϕ+ψ∥2、(Tϕ−Tψ, ϕ−ψ) ≤M∥ϕ−ψ∥2 を考えると、4|(Tϕ, ψ)| ≤M{∥ϕ+
ψ∥2+∥ϕ−ψ∥2} =2M{∥ϕ|2+∥ψ∥2}ここで、ψ = αTϕ、α > 0とおくと、2α∥Tϕ∥2 ≤M{∥ϕ∥2+α2∥Tϕ∥2}、
さらに、α = ∥ϕ∥

∥Tϕ∥ とすると、
∥Tϕ∥
∥ϕ∥ ≤M が成立する。

*22 実数の範囲でいえば、対称行列
*23 ノルムが１であること
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次に

Lemma. 2. λ = ∥T∥に対応する固有値と固有関数が存在する。

Proof. 上の補題から、limn→∞|(Tϕn, ϕn)| = ∥T∥かつ ∥ϕn∥ = 1となる列 {ϕn}を H から取ることができ

る。性質 [15]から、弱収束する部分列を再び、インデックスをとりなおして、{ϕn}とし、その収束値をϕ0と
する。T のコンパクト性から {Tϕn} は、H内で Tϕ0に強収束する。このとき性質 [17]から、(Tϕn, ϕn)は

、(Tϕ0, ϕ0)へ収束する。従って、(Tϕ0, ϕ0) = ∥T∥である。この時弱収束の性質 [18]より、∥ϕ0∥ ≤ 1である

。一方、(Tϕ0, ϕ0) ≤ ∥T∥∥ϕ0∥2故、∥ϕ0∥ ≥ 1、即ち ∥ϕ0∥ = 1である。

この ϕ0が固有値λ = ∥T∥の固有関数であることは次のようにしてわかる。
まず、 (Tϕ0+tω,ϕ0+tω)

∥ϕ0+tω∥2 の極大性から、
∂
∂t{

(T (ϕ0+tω),ϕ0+tω)
∥ϕ0+tω∥2 }|t=0 = 0 ∀ω ∈ H

左辺を計算し、∥ϕ0∥ = 1、t = 0 を代入すると、(Tϕ0, ω) − (Tϕ0, ϕ0)(ϕ0, ω) = 0 ∀ω ∈ H 従って、Tϕ0 =

(Tϕ0, ϕ0)ϕ0 つまり、Tϕ0 = ∥T∥ϕ0

Lemma. 3. Tをコンパクト、有界、自己随伴、正値作用素とし、λ、fλ をその固有値と正規化された固有ベ

クトルとする。このとき、新たに Tλ(g) ≡ T (g) − λ(g, fλ)fλ と定義すれば、Tλ は、H上のコンパクト、有

界、自己随伴、正値作用素である。

また、λ = ∥T∥とするとき、∥Tλ∥ ≤ ∥T∥および、Tλの固有ベクトル fµは fλとは直交する。

Proof. コンパクト性と有界性、自己随伴であることは明らか、従って、正値であることを証明すればよい。

(Tλg, g) = (Tg, g)−λ(g, fλ)(fλ, g) = (T (g−(g, fλ)fλ), g) = *24(T (g−(g, fλ)fλ), g−(g, fλ)fλ) ≥ 0 ∀g ∈ H

および、|Tλ(g)| = |T (g − (g, fλ)fλ)| ≤ ∥T∥|g − (g, fλ)fλ| ≤ *25∥T∥|g| 最後に、(Tλfµ, fλ) = (T (fµ) −
λ(fλ, fµ)fλ, fλ)= (T (fµ − (fλ, fµ)fλ), fλ)= (fµ − (fλ, fµ)fλ, T fλ)= λ(fµ − (fλ, fµ)fλ, fλ) = 0 ゆえ Tλfµ

と fλつまり、fµと fλは直交する。

定理の証明をする。

Proof. まず、補題 2 および 3 を組み合わせて、性質 20 および 21 を組み合わせると、次のことがわか

る。∃{λ1 ≥ λ2 ≥, ...,≥ λn} および互いに直交する単位固有ベクトル fλ1 , fλ2 , ..., fλnがとれて、g ∈ H →
T (g) − (

∑n
i=1(fλi

, g)fλi
)fλi

が、正値、コンパクト、自己随伴、有界作用素になる。この作用素を Tnと

すると ∥Tn∥ ≤ λnが補題 3からわかっている。さらに性質 21からλnは 0 に収束する。つまり、|T (g) −
(
∑n
i=1(fλi

, g)fλi
)fλi

| ≤ ∥Tn∥|g| ≤ λn|g| → 0となり、定理が証明された。

2.5.3 ヘルムホルツ共鳴器を与える geometry Ωϵに対して、L2(Ωϵ)上のグリーン作用素 T は正値、連続（有

界）、自己随伴、コンパクト作用素である。

L2(Ωϵ) 上のグリーン作用素 T は次のように定義された。∀f ∈ L2(Ωϵ) (f, u)L2(Ωϵ) = (Tf, u)Hϵ
≡

(∇Tf,∇u)L2(Ωϵ) ∀u ∈ Hϵ(Ωϵ)*
26 この条件から T が線形、有界、正値、自己随伴、そしてコンパクトな

L2(Ωϵ)上の作用素*27であることを示す。

*24 (T (g − (g, fλ)fλ), fλ) = (g − (g, fλ)fλ), T fλ) = λ(g − (g, fλ)fλ, fλ) = 0
*25 |g − (g, fλ)fλ|2 = |g|2 − |(g, fλ)|2
*26 Hϵは境界条件∂Ω{ΩはΩϵの外部領域 }上でディリクレ条件をみたすW 1,2に属す関数の全体であった。
*27 値域は He(Ωϵ)に属すが
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� Tは線形である。

(∵) (T (f + g), u)He(Ωϵ) = (f + g, u)L2(Ωϵ)=(f, u)L2(Ωϵ) + (g, u)L2(Ωϵ) = (Tf, u)He(Ωϵ) +

(Tg, u)He(Ωϵ) = (Tf + Tg, u)He(Ωϵ) ∀u ∈ Hϵ(Ωϵ) ⇒ T (f + g) = Tf + Tg

� Tは有界である。

(∵)(f, Tf)L2(Ωϵ) = (∇Tf,∇Tf)L2(Ωϵ) ≥ ∃K(Tf, Tf)L2(Ωϵ) ⇒
|Tf |L2(Ωϵ) ≤ 1

K |f |L2(Ωϵ)

� Tは正値である。

(∵)(Tf, f)L2(Ωϵ) = (f, Tf)L2(Ωϵ) = (∇Tf,∇Tf)L2(Ωϵ) ≥ 0

� Tは自己随伴である。

(∵)(Tf, g)L2(Ωϵ) = (g, Tf)L2(Ωϵ) = (∇Tg,∇Tf)L2(Ωϵ) = (∇Tf,∇Tg)L2(Ωϵ) = (f, Tg)L2(Ωϵ)

� Tはコンパクトである。

(∵){fn} を L2(Ωϵ) で f０への弱収束する列とする。　つまり、∀u ∈ Hϵ(Ωϵ) ⊂ L2(Ωϵ)

、limn→∞(fn, u)L2(Ωϵ) = (f0, u)L2(Ωϵ) このことは、limn→∞(Tfn, u)Hϵ(Ωϵ) = (Tf0, u)Hϵ(Ωϵ)

、即ち、Tfnが Tf0へ Hϵ(Ωϵ)で弱収束することを意味する。次の Rellichの定理*28

　 Ωが有界のとき、H1(Ω)で弱収束する列は、L2(Ω)で強収束する。

を用いると、Tfnが Tf0へ強収束することがわかる。*29

*28 [3] 191p 補題 8.3、[7]167p Theorem 7.22.
*29 Hϵでの弱収束列 {Tfn}は H1で有界になる従って弱収束する部分列がとれるので、Tfnは L2(Ωϵ)で強収束する部分列がとれる
。このときの収束値が同じ値にとれることが、次のようにしてわかる。Tfnνを Hϵの元 g に強収束したとする。u を Hϵの元だと
して、性質 (13}の f0への弱収束性から、(g, u) = (f0, T ∗u) = (Tf0, u) ∀u ∈ Hϵ 従って、g = Tf0でないといけない。このす
べての部分列に対して同じことがいえるので、結局 Tfnは L2(Ωϵ)で Tf0に強収束する。
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whiteboad

前回までの内容：

Hϵ(Ωϵ) = Hϵ ≡ {f ∈ W 1,2f |∂Ω = 0}は内積
∫
Ωϵ
∇f ·

∇g　を持つヒルベルト空間となり。

リースの表現定理から、Tϵ : L2(Ωϵ) → Hϵ ⊂ L2(Ωϵ)
を∫
Ωϵ
fg =

∫
Ωϵ
∇Tϵf · ∇g ∀g ∈ Hϵで定義できて、

つまるところ、
境界条件∂Ω上で斉次ディリクレ条件、∂Σϵ上でノイマ
ン条件を満たすポアソン方程式∆u = −f の解への写
像ととらえることができる。
すなわち、Tϵ = (−∆)−1

Tϵは有界、線形、コンパクト、正値、自己随伴作用素
であり、

一般論から、Tϵは L2(Ωϵ) 上の作用素として、正の固
有値λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ ... → 0を持つ

論文 [1]の唯一の定理は、ϵ → 0にとったときの Tϵの固有値の収束に関して
述べたものである。
この定理を導く基本となる性質は、
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１　 ∥Tϵ∥ ≥ LϵVϵ
Aϵ

２ limϵ→0 λϵ = λおよび対応する固有関数 fϵに対して ∃δ > 0 lim infϵ→0

∫
Ω\Bδ(0) |fϵ| >

0 ⇒ λは　 T∗（Ω上のディリクレ境界のグリーン作用素）の固有値

３ µϵは simple で対応する固有関数 fµは channel ないでそのサポートが吸
収されるという性質がある。⇒ この節の最後の補題　

４漸近的固有値展開
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3 論文 [1]の内容

3.1 Main Theorem

{Ωϵ、Tϵ}を各ヘルムホルツ共鳴器を与える geometry [2.3]、および、前節で与えたグリーン作用素 [2.5.3]の

列 (ϵ→ 0)とする。Vϵは cabity ωϵの体積、Aϵは channel開口の面積、Lϵは channel長であり、limϵ→0
VϵLϵ

Aϵ
=

V L
A であるようにとる。次の仮定 (24) のもと、各 Tϵは、0 に収束する正の固有値 µϵ > λϵ1 ≥ λϵ2 ≥
... limn→∞ λϵn = 0を持ち、これらの固有値の極限は limϵ→0 µϵ =

V L
A 、および limϵ→0 λϵi = λi となる。こ

こで、λ1 ≥ λ2 ≥ ... limn→∞ λn = 0 は Ω*30上の斉次ディリキュレ境界上のグリーン作用素 T∗(≡ −∆−1)の

固有値であり、各λϵiはλiに重複度を込めて収束する。

仮定 :
V L

A
> λ1 (24)

証明の概略

ヘルムホルツ共鳴器をよびその上のグリーン作用素の性質 (2.5.3)、および式 (22)から、各 Tϵは 0に収束する

正の固有値列を持ち、またサブセクション (3.2)、(3.5) およびサブセクション (3.6) から次のことがわかる。

Tϵは、0に収束する正の固有値 µϵ > λϵ1 ≥ λϵ2 ≥ ... limn→∞ λϵn = 0を持ち、最大固有値 µϵ は simple（固

有空間の次元は１次元）で、その極限は limϵ→0 µϵ =
V L
A となる。従って、残りは limϵ→0 λϵi = λi の部分で

ある。これは、T∗の固有値λiに対応する固有関数 fiをΩϵに制限し、つまり f ϵi = fi|Ωϵとおいたときに f ϵiが Tϵ

の漸近的固有関数族*31をなすことから導かれる。

3.2 µϵ = ∥Tϵ∥ ≥ LϵVϵ

Aϵ

Proof. Hϵ(Ωϵ) ≡ {f ∈W 1,2(Ωϵ); f |∂Ω = 0}

fϵ ≡

{
1 x ∈ ωϵ

0 x ∈ Ωϵ \ ωϵ

*30 ωϵ ⊂ Σout
ϵ = Φ

*31 ここでは、これ以上つっこまない。漸近的固有関数族の定義を含めて、文献 [[1]Proposition4.2を参照]
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明らかに、fϵ ∈ L2(Ωϵ)従って L2(Ωϵ)上のグリーン作用素 Tϵを用いて、Tϵ(fϵ) ∈ Hϵ が定義できて、試験関数

χϵ ≡


1 x ∈ ωϵ

1− x1

Lϵ
x ∈ Γϵ

0 x ∈ Ωoutϵ

とおくと、これは滑らかな境界上で連続他は微分可能な Ωϵ 上の関数なので、Hϵ(Ωϵ)に属す。従って、∫
Ωϵ

fϵχϵ =

∫
Ωϵ

∇(Tϵfϵ) · ∇χϵ (25)

値を代入すると、

Vϵ =

∫
Ωϵ

fϵχϵ =

∫
Ωϵ

∇(Tϵfϵ)∇χϵ = − 1

Lϵ

∫
Γϵ

∂x1
Tϵfϵ (26)

ところで、 ∫
ωϵ

Tϵfϵ

=

∫
Ωϵ

fϵ(Tϵfϵ)

=

∫
Ωϵ

∇(Tϵfϵ)∇(Tϵfϵ)

≥
∫
Γϵ

(∂x1
Tϵfϵ)

2

≥ 1

|Γϵ|

∫
Γϵ

(∂x1
Tϵfϵ)|2 ⇐ シュワルツの不等式

=
V 2
ϵ L

2
ϵ

|Γϵ|
⇐ 式 (26)

(27)

|Γϵ| = LϵAϵおよび ∥fϵ∥L2(Ωϵ) = Vϵ なので、

∥Tϵ∥ ≥ ∥Tϵfϵ∥L2(Ωϵ)/∥fϵ∥L2(Ωϵ) ≥
V 2
ϵ Lϵ
AϵV ϵ

=
VϵLϵ
Aϵ

(28)

従って、次のことが示された。

Th. 2. lim infϵ→∞ µϵ ≥ µ0 = V L
A

3.3 [1]論文内で使用されるいくつかの (ポアンカレタイプ)不等式

3.3.1 リースポテンシャルに関する不等式

hµ(x) ≡ |x|n(µ−1), n = dim(Ω), x ∈ Ω, 0 < µ ≤ 1 とし、さらに Vµ(u)(x) ≡
∫
Ω
u(y)hµ(x − y)dy, u ∈

L2(Ω)と定義する。このとき、
∥Vµu∥L2(Ω) ≤ K∥u∥L2(Ω) (29)

が成立する。ここでK ≡ 1
µω

1−µ
n |Ω|µである。ωnは n次元の単位球の体積 (= |σ1

n
*32|/n)

証明の概略

*32 n次元単位球面
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まず、 Vµ(1)(x) ≤ 1
µω

1−µ
n |Ω|µ であることを示す。|Ω|（Ωの体積） = |BR(x)*33|(= Rnωn) とな

る R > 0 を取る。|x| の方向に対する対称性から、Vµ(1)(x) =
∫
Ω
|x − y|n(µ−1) ≤

∫
BR(x)

|x − y|n(µ−1) =∫ R
0

∫
σ1
n
dωrn(µ−1)+n−1dr = 1

µωnR
nµ = 1

µ |Ω|
µω1−µ

n となる。次に、ヘルダー不等式 *34 から

Vµ(u)(x) =

∫
Ω

u(y)hµ(x− y)dy =

∫
Ω

u(y)(hµ(x− y))
1
2 (hµ(x− y))

1
2 dy

≤ {
∫
Ω

u(y)2(hµ(x− y))dy} 1
2 {

∫
Ω

hµ(x− y)dy} 1
2 ≤ K

1
2 {

∫
Ω

u(y)2(hµ(x− y))dy} 1
2

(30)

従って、∫
Ω

Vµ(u)
2dx ≤ K

∫
Ω

{
∫
Ω

u(y)2(hµ(x− y))dy}dx = K

∫
Ω

{
∫
Ω

u(y)2(hµ(x− y))dx}dy ≤ K2

∫
Ω

u(y)2dy

(31)

つまり、結果 ∥Vµu∥L2(Ω) ≤ K∥u∥L2(Ω) を得る。

3.3.2 x ∼ S での不等式

x ∼ S とは ∀y ∈ S ⊂ Ωと x ∈ Ωが (Ω内で)直線で結ばれること。このとき次が成立する。

|u(x)−−
∫
S

u| = |−
∫
S

(u(x)− u(y))dy| ≤ 1

|S|
dn

n

∫
Ω

|∇u(y)||x− y|1−ndy

ここで S ⊂ Bd(0) ≡ {x; |x| < d}, n ≡ dim(Ω) = dim(S)

(32)

証明の概略

u(x)− u(y) =
∫ |x−y|
0

∂u
∂t (x+ t y−x|y−x| )dt ≤

∫∞
0

|∇u(x+ tω)|dt
ここで、∇u(x) = 0 x /∈ Ωとして、∇uをΩ外に拡張している。また、y−x|y−x| = ω ∈ σ1

n(単位 n次球面)と置い

ている。

−
∫
S

|u(x)− u(y)| ≤ 1

|S|

∫
S

∫ ∞

0

|∇u(x+ tω)|dtdy ≤ 1

|S|

∫ d

0

rn−1dr

∫
σ1
n

∫ ∞

0

|∇u(x+ tω)|dωdt (33)

=
dn

n|S|

∫
Rn

|∇u(x+ y)||y|1−ndy =
dn

n|S|

∫
Rn

|∇u(y)||y − x|1−ndy =
dn

n|S|

∫
Ω

|∇u(y)||x− y|1−ndy (34)

となり、式 (32)を得る。

3.3.3 x ∼ S でのポアンカレ不等式

式 (29)にµ = 1
n、u = |∇u|とおくと、V 1

n
(|∇u|)(x) ≡

∫
Ω
|∇u(y)||x− y|1−ndy なので、∫

Ω

{
∫
Ω

|∇u(y)||x− y|1−ndy}2dx} 1
2 ≤ K{

∫
Ω

|∇u|2} 1
2 (35)

この式と式 (32)から次が成立する。

{
∫
Ω

|u(x)−−
∫
S

u|2dx} 1
2 ≤ 1

|S|
dn

n
K{

∫
Ω

|∇u|2} 1
2 (36)

*33 xを中心とし半径 Rの (n次)球体
*34 L2空間の内積と Lp、Lqノルム間の不等式、(a, b)L2

≤ ∥a∥Lp∥b∥Lq p, q は 1
p
+ 1

q
= 1, p ≥ 1, q ≥ 1 をみたす。特に p = q =

2のときはシュワルツの不等式と言うが、ここではすべてヘルダー不等式ということにする。
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3.3.4 回転 Aθに対するポアンカレの不等式

C ⊂ BR(0), Aθをθをパラメータとして持つ原点を回転中心とした回転（同一回転軸を持つ回転族を考えて

）とする。このとき次が成立する。

|
∫
C

(f(Aθ(y))− f(y))dy| ≤ K∥∇f∥L2(Ω)、K = 2π(
Rn+2

n+ 2
|σn1 |)

1
2 (37)

証明の概略

|∂Aτ

∂τ (y)| = |y|と、ヘルダー不等式から、
左辺=|

∫
C

∫ θ
0
∂f
∂τ (Aτ (y))dτdy| =|

∫
C

∫ θ
0
∇f · ∂Aτ

∂τ (Aτ (y))dτdy|
≤ |

∫
C

∫ θ
0
|∇f(Aτ (y))|2dτdy|

1
2 · (

∫
C

∫ θ
0
|y|2dy) 1

2

≤ {
∫ θ
0

∫ R
0

∫
σ1
n
|∇f(rAτ (ω))|2rn−1dωdrdτ} 1

2 · (
∫
BR(0)

θ|y|2dy) 1
2

≤ {2π
∫ R
0

∫
σ1
n
|∇f((rω))|2rn−1dωdr} 1

2 · (2π|
∫ R
0
r2rn−1dr|σ1

n|)
1
2 ≤ 2π(R

n+2

n+2 |σ1
n|)

1
2 {

∫
Ω
|∇f((y))|2dy} 1

2

3.3.5 [1]で使用される特殊なポアンカレ不等式 (その１)

∀B2R(0) ⊂ Ω、{
∫
Ω
(u(x)− −

∫
B2R(0)−BR(0)

u)2dx} 1
2 ≤ ∃K{

∫
Ω
|∇u|2} 1

2、∀u ∈ H1(Ω)

証明の概略

B2R(0)−BR(0) ≡ B の有限分割 {Bi}が存在して、∀x ∈ Ω−B に対して、角度 θi(x)を x ∼ Aθi(x)(Bi)と

なるようにとることができる。

|B|u(x)−
∫
B
u =

∑
i{|Bi|u(x)−

∫
Bi
u} =

∑m
i {|Bi|u(x)−

∫
Bi
u(Aθi(x)y)dy}+

∑m
i

∫
Bi
{u(Aθi(x)y)−u(y)}dy

ここで、右辺各 iに対して、まず前半の評価は

|Bi|u(x)−
∫
Bi

u(Aθi(x)y)dy ≤ |Bi||u(x)−−
∫
Bi

u(Aθi(x)y)dy| = |Bi||u(x)−−
∫
Aθi(x)Bi

u(Aθi(x)y)|
dy

dAθi(x)
|d(Aθi(x)y)|

= |Bi||u(x)−−
∫
Aθi(x)Bi

u(y)dy|

(38)

なので、式 (36)から、

|Bi|{
∫
Ω

|u(x)−−
∫
Aθi(x)Bi

u(y)dy|2} 1
2 ≤ ∃K1

i {
∫
Ω

|∇u|2} 1
2 (39)

右辺各 iに対して、後半の評価は式 (37)から、

|
∫
Bi

{u(Aθi(x)y)− u(y)}dy| ≤ ∃K2
i ∥∇u∥L2(Ω)従って、

{
∫
Ω

|
∫
Bi

{u(Aθi(x)y)− u(y)}dy|2dx} 1
2 ≤ |Ω |K2

i ∥∇u∥L2(Ω)

(40)

合わせると、 1
|B|{

∫
Ω
(左辺)2} 1

2 ≤
∑m
i=1(K

1
i +K2

i |Ω |){
∫
Ω
|∇u|2} 1

2

3.3.6 [1]で使用される特殊なポアンカレ不等式 (その２)

fϵ ∈ Hϵとする。Br(0)は原点を中心とした、半径ｒの球体、0 < ϵR < r < 2r 次が成立する。∫
Br(0)\BϵR(0)

|fϵ|2 ≤
∫
B2r(0)\Br(0)

|fϵ|2 + C2(r)

∫
B2r(0)\BϵR(0)

|∇fϵ|2 (41)
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3.3.7 ２次元ヘルムホルツ共鳴器上でのポアンカレ不等式
*35Ω ≡ (a1, b1) × (a2, b2),Γ ⊂ b1 × (a2, b2), f ∈ {f |Γ = 0} ∩ H1(Ω) とする。このとき、∥f∥L2(Ω) ≤

∃K∥∇f∥L2(Ω)が成立する。

証明の概略

F1、F2を次のように置く

F1(x1) ≡ (

∫ b2

a2

| ∂f
∂x2

|2(x1, x2)dx2)
1
2 (b2 − a2)

1
2

F2(α(x2)) ≡ (

∫ b1

a1

| ∂f
∂x1

(x1, α(x2))
2dx1)

1
2 (b1 − a1)

1
2

(42)

ここで、α(x)は (a2, b2)からΓへの縮小写像とする (即ち、|dα(x)dx | = | Γ
b2−a2 |)。このとき、ヘルダー不等式から

|f(x)| ≤ F1(x1) + F2(α(x2)) (43)

がわかる。更に、
∫
Ω
F1F2にヘルダー不等式を用いて∫

Ω

|f(x)|2dx1dx2 ≤
∫
Ω

F 2
1 (x1)+

∫
Ω

F 2
2 (α(x2))+2

∫
Ω

F1(x1)F2(α(x2)) ≤ ((

∫
Ω

F 2
1 (x1))

1
2+(

∫
Ω

F 2
2 (α(x2)))

1
2 )2

(44)

が成立する。F1, F2の値をもどすと、∫
Ω

|f(x)|2dx1dx2 ≤ {(
∫
Ω

(
∂f

∂x2
)2)

1
2 (b2 − a2) + (

∫
Ω

(
∂f

∂x1
(x1, α(x2)))

2dx1dx2)
1
2 (b1 − a1)}2 (45)

α(x2)を x2に変数変換して

(

∫
Ω

|f(x)|2dx1dx2)
1
2 ≤ (b2−a2)(

∫
Ω

(
∂f

∂x2
)2)

1
2 +(b1−a1)(

b2 − a2
|Γ|

)
1
2 (

∫
Ω

(
∂f

∂x1
)2)

1
2 ≤ ∃K(

∫
Ω

|∇f |2) 1
2 (46)

となり、結果が得られた。

3.3.8 ３次元ヘルムホルツ共鳴器上でのポアンカレ不等式

Ω ≡ (a1, b1)×BR(0),Γ = Bd(0) ⊂ b1 ×BR(0), f ∈ {f |Γ = 0} ∩H1(Ω)とする。このとき、∥f∥L2(Ω) ≤
∃K∥∇f∥L2(Ω)が成立する。

ここで、BR(0) は n-1 次元（今は n=3 なので、２次元）の原点を中心とし、半径を R とした球体。以下

x ∈ (a1, b1), y ∈ BR(0)とする。

証明の概略

α : [0, R] → [0, d]を次のように定義する。

α(r) = r (0 ≤ r ≤ d

2
)

=
d

2R− d
(r − d

2
) +

d

2
(
d

2
≤ r ≤ R)

(47)

*35 この節および次の節での証明が直ちにヘルムホルツ共鳴器全体でのポアンカレ不等式を証明したことになるのではない。ポアンカ
レの不等式の性質上、互いに交わらない（または境界のみで交わる）複数の領域それぞれでポアンカレの不等式が成立すれば、全
体で成立することがわかる。つまり、ヘルムホルツ共鳴器を与える geometoryを適当に分割して、それぞれで証明できればよい。
ここで与えた証明はその本質的な部分の証明であると思っていただければよい。
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F1、F2を次のように置く F1(x,
y

|y|
) ≡ (

∫ R

d
2

|∇yf(x, t
y

|y|
)|2dt) 1

2 (R− d

2
)

1
2

F2(α(|y|)
y

|y|
) ≡ (

∫ b1

a1

|∂f
∂x

(x1, α(|y|))2dx)
1
2 (b1 − a1)

1
2

(48)

このとき、ヘルダー不等式から
|f(x)| ≤ F1(x,

y

|y|
) + F2(α(|y|)

y

|y|
) (49)

がわかる。更に、
∫
Ω
F1F2にヘルダー不等式を用いて∫

Ω

|f(x)|2 ≤
∫
Ω

F 2
1 (x,

y

|y|
)dxdy +

∫
Ω

F 2
2 (α(|y|

y

|y|
))dxdy + 2

∫
Ω

F1(x,
y

|y|
)F2(α(|y|)

y

|y|
) ≤

{(
∫
Ω

F 2
1 (x,

y

|y|
))

1
2 + (

∫
Ω

F 2
2 (α(|y|)

y

|y|
))

1
2 }2

(50)

が成立する。F1, F2の値をもどすと、∫
Ω

F 2
1 (x,

y

|y|
)dxdy = (R− d

2
)

∫
Ω

[

∫ R

d
2

|∇f(x, t y
|y|

)|2dt]dxdy

= (R− d

2
)

∫ R

d
2

dt

∫
BR(0)

∫ b1

a1

|∇yf(x, t
y

|y|
)|2dxdy

= (R− d

2
)

∫ R

d
2

dt

∫ R

0

rn−2dr

∫
σn−1
1

∫ b1

a1

|∇yf(x, tω)|2dxdω

= (R− d

2
)
Rn−1

n− 1

∫ R

d
2

dt

∫
σn−1
1

∫ b1

a1

|∇yf(x, tω)|2dxdω

= (R− d

2
)
Rn−1

n− 1

∫
BR(0)−B d

2
(0)

∫ b1

a1

|∇yf(x, y)|2dx
1

|y|n−2
dy

≤ (R− d

2
)
Rn−1

n− 1
(
2

d
)n−2

∫
Ω

|∇yf(x, y)|2dxdy

(51)

r ≤ 2Rd α(r)および
dr

dα(r) ≤
2R−d
d を考慮して、

∫
Ω

F 2
2 dxdy = |a1 − b1|2

∫ b1

a1

dx

∫ R

0

[

∫
σ1
n−1

|∂f
∂x

(x, α(r)ω)|2rn−2]drdω

= |a1 − b1|2
∫ b1

a1

dx

∫ d

0

[

∫
σ1
n−1

|∂f
∂x

(x, α(r)ω)|2rn−2]
dr

dα(r)
dα(r)dω

≤ |a1 − b1|2
∫ b1

a1

dx

∫ R

0

[

∫
σ1
n−1

|∂f
∂x

(x, α(r)ω)|2(2R
d
α(r))n−2]

2R− d

d
dα(r)dω

≤ |a1 − b1|2(2
R

d
)n−1

∫
Ω

|∂f
∂x

(x, y)|2]dxdy

(52)
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式 (50)の平方根に上の値を代入する。

{
∫
Ω

|f(x)|2} 1
2 ≤ (

∫
Ω

F 2
1 (x,

y

|y|
))

1
2 + (

∫
Ω

F 2
2 (α(|y|)

y

|y|
))

1
2

≤ {(R− d

2
)
Rn−1

n− 1
(
2

d
)n−2} 1

2 {
∫
Ω

|∇yf(x, y)|2dxdy}
1
2

+ |a1 − b1|(2
R

d
)

n−1
2 {

∫
Ω

|∂f
∂x

(x, y)|2]dxdy} 1
2

(53)

従って、

(

∫
Ω

|f(x)|2dx1dx2)
1
2 ≤ ∃K(

∫
Ω

|∇f |2) 1
2 (54)

K ≡ {(R− d
2 )
Rn−1

n−1 ( 2d )
n−2} 1

2 + |a1 − b1|(2Rd )
n−1
2 となり、結果が得られた。

3.4 [1]内であたりまえのように使用されているが未だに解けないポアソン方程式

3.5 fε のサポートの評価

ここでは、空間Ωϵその上でのソボレフ空間 H1
ϵj および、H

1
ϵj上のグリーン作用素 Tϵjその固有値µϵj >

λϵj,1 ≥ λϵj,2 ≥ ...と対応する正規化*36された固有ベクトル fµj
, fλϵj,1

...を考える。次に λϵj,k j=1,2,3...を考え

て、添え数を簡略にするために、H1
ϵjをHj , ϵλϵj,kをλj、対応する固有ベクトルを fj、グリーン作用素を Tjと置

くことにする。limj→∞ λj = λおよび、次の関数列に関する条件 (この条件を関数列の without concentration

条件ということにする。)を {fj}が満たすとする。

∃δ > 0, lim
j→∞

∫
Ω−Bδ(0)

|fj | > 0 (55)

このとき、λは T∗(Ω上のディリキュレ境界条件のもとでのグリーン作用素）の固有値である。このことを示そ

う。

Proof. Hj上のノルムは ∥∇f∥L2(Ω) であたえられる。２次元、３次元上のヘルムホルツ共鳴器を与える

geometryでは、先に述べたように、∥f∥L2(Ωj) ≤ ∃K∥∇f∥L2(Ω) で Kは ϵj によらないようにとることができ

る。いま、固有ベクトル fj は正規化されているので、∥fj∥L2(Ωj) ≤ K、ここで、fjをΩ上に拡張して、つまり、

f̃j ≡

{
fj (on Ωj)

0 (on Σϵ)

とおくと ∥f̃j∥L2(Ω) ≤ K したがって、subsection[2.5]で述べたように {f̃j}は L2(Ω)で弱収束する部分列 {あ
らためて、その部分列をf̃jとおく、またその収束値を f とする。}がとれる。同様にして、g⃗jを

g⃗j ≡

{
∇fj (on Ωj)

0 (on Σϵ)

とおくと、g⃗jは L2(Ω)で弱収束する部分列がとれて（それをg⃗jと改めておき、収束値をg⃗とおく）このとき、Ω

上いたるところで*37、∇f = g⃗ が成立する。これを示す。

*36 ノルムが１であること
*37 almost all,　ほとんどすべてで、測度０の集合をのぞいての意味
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まず Ω0 ≡ Ω− [0]を考える。∀ϕ⃗ ∈ C∞
0 (Ω0)に対して、

∫
Ω
g⃗ · ϕ⃗ = −

∫
Ω
f∇ · ϕ⃗を示す。このことが示され

れば、Ω0上で、⃗g = ∇f であり、(subsection[2.2])、結局 Ω上で、いたるところg⃗ = ∇f が成立することになる。
ところで、ϕ⃗ ∈ C∞

0 (Ω0)ゆえ ∃δ > 0 with {x ∈ Ω;ϕ ̸= 0} ⊂ Ω−Bδ(0)および、Ωjは j を十分大きくとると

Ω−Bδ(0)を含む。したがって、 ∫
Ω

g⃗ · ϕ⃗

= lim
j

∫
Ω

g⃗j · ϕ⃗

= lim
j

∫
Ωj

g⃗j · ϕ⃗

= lim
j

∫
Ωj

∇fj · ϕ⃗

= − lim
j

∫
Ωj

fj∇ · ϕ⃗

= − lim
j

∫
Ω

f̃j∇ · ϕ⃗

= −
∫
Ω

f∇ · ϕ⃗

(56)

となり、∇f = g⃗ を示すことができた。したがって、f は H1(Ω) ≡ W 1,2に属すことがわかった、さら

に f は H1
0 ≡ {f ∈W 1,2; f |∂Ω = 0}に属すことが次のようにしてわかる。

まず、∇fj ∈ L2(Ωj) ⊂ L2(Ω−Bδ(0))および、∥∇fj∥L2(Ω−Bδ(0)) ≤ ∥∇fj∥L2(Ωj) = 1 故、fjはW 1,2(Ω−
Bδ(0))において一様有界したがって、Rellichの定理 ([2.5.3])から fjは、L2(Ω−Bδ(0))において、f に強収束
する。このことと各 fjはH1

j (Ωj)に属すので、fj |∂Ω = 0 であることから、トレース定理 (subsection[3.8])を

用いて f |∂Ω = 0

が示される。最後に、λが T∗の固有値であることが、次のようにしてわかる。任意のϕ ∈ C∞
0 (Ω)に対して、∫

Ω

fϕ

= lim
j

∫
Ω

f̃jϕ⇐ wlimL2(Ω)f̃j = f

= lim
j

∫
Ωj

fjϕ⇐ f̃jの定義

= lim
j
λj

∫
Ωj

∇fj∇ϕ⇐ fjは Hjでの固有ベクトル

= lim
j
λj

∫
Ω

gj∇ϕ⇐ gjの定義

= λ

∫
Ω

g∇ϕ⇐ wlimgj = g および　 limλj = λ

= λ

∫
Ω

∇f · ∇ϕ⇐ ∇f = g a.a. at Ω

(57)

となり、T∗f = λf を示すことができた。あとは、without concentrationの条件から fは Ω 上で０ではない、

つまり固有関数として採用できることがわかる。

従ってもし、µϵjおよび対応する固有関数 fµjがµ0へ収束すれば, fµjは without concentrationをみたして
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はならない。つまり、次の式が成立する。この条件を固有関数列 {fµj}は、with concentrationをみたすとい
うことにする。

∀δ > 0 with lim
j→∞

∫
Ω−Bδ(0)

|fµj | = 0 (58)

3.5.1 with concentration 関数列の評価

論文 [1]の Lemma 3.3の内容をそのまま書く。

ϵ = ϵj → 0を考え、
∥fϵ∥Hϵ(Ωϵ) ≤ C とする。*38このとき、次が成立する。 (59)

∫
ωϵ

|fϵ −−
∫
ωϵ

fϵ|2 → 0 (60)

さらに、fϵが with concentration(58)をみたす場合∫
Ωout

ϵ ∪Γϵ

|fϵ|2 → 0 (61)

Proof. 式 (60)は、ポアンカレの不等式 (36)を用いる。式 (61)はポアンカレ不等式 (3.3.5)(3.3.6)を用いる。

詳細は別途記述する。

3.5.2 ∃ϵ0 > 0 固有値µϵ(∀ϵ ≤ ϵ0)は simple(固有空間の次元が 1)である。

Proof. f1ϵ , f
2
ϵをµϵの固有関数であり、(f

k
ϵ , f

l
ϵ)Hϵ = δk,l にとる。ともに条件 (59) をみたすので、

∫
ωϵ

|fkϵ −
−
∫
ωϵ
fkϵ |2 → 0 従って、

∫
ωϵ

|fkϵ |2 = |ωϵ|(−
∫
ωϵ
fkϵ )

2 + o(1)

|
∫
ωϵ
f1ϵ f

2
ϵ − |ωϵ|(−

∫
ωϵ
f1ϵ −

∫
ωϵ
f2ϵ )| = |

∫
ωϵ
(f1ϵ − −

∫
ωϵ
f1ϵ )(f

2
ϵ − −

∫
ωϵ
f2ϵ )| = o(1)

ここで、f1ϵ , f
2
ϵがともにµϵの固有関数であれば、式 (61) が成立するので、

∫
ωϵ

|fkϵ |2 =
∫
Ωϵ

|fkϵ |2 + o(1) =

1 + o(1)および
∫
ωϵ
f1ϵ f

2
ϵ =

∫
Ωϵ
f1ϵ f

2
ϵ + o(1) = o(1)

つまり、式 3.5.2は 
|ωϵ|(−

∫
ωϵ
fkϵ )

2 = 1 + o(1)

|ωϵ|(−
∫
ωϵ
f1ϵ −

∫
ωϵ
f2ϵ )| = o(1)

となり両式が成立することはありえない。即ち、複数の独立した固有関数は取れない。つまり 固有値µϵ

は simpleである。

*38 fϵを正規化された固有関数を考えると、C = 1である。
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3.6 limε→0με =
Aε

LεVε
= μ0

次の H1
ϵに含まれる関数Χεを考える。

Χε =


1 onωε
0 onΩout

ε
− 1
Lε
x onΓε

(62)

Tεの最大固有値μεとその正規 (ノルムが１であること)な固有関数 fεをとる。∫
Ωε

(fεΧε) =
∫
Ωε

(∇Tε(fε) · ∇Χε) = 　
∫
Ωε
με(∇fε · ∇Χε)の両辺Χεの値を入れてそれぞれ計算

すると、

左辺=
∫
ωε

fε −
∫
Γε

xfε

右辺=-με
∫
Γε

1
Lε

∂fε

∂x = με
1
Lε

{
∫
γ−
ε
fε −

∫
γ+
ε
fε}

ところで、
∫
Γε

xfεは |
∫
Γε

xfε| ≤ ∥fε∥L2(Ωε)(
∫
Γε

x2)
1
2 ≤ L

3
2
εA

1
2
ε√

3

右辺-左辺 +
∫
Γε

xfε を評価すると、

|με
1

Lε
{
∫
γ−
ε

fε −
∫
γ+
ε

fε} −
∫
ωε

fε| ≤
L

3
2

εA
1
2

ε√
3

(63)

上の式の両辺に
Lε

√
Vε

μεAε
をかけて

|
√
Vε{−

∫
γ−
ε

fε −−
∫
γ+
ε

fε} −
LεVε

√
Vε

μεAε
−
∫
ωε

fε| ≤
√
VεL

5
2

ε
√
3A

1
2

εμε
(64)

ここで −
∫
は平均量　−

∫
γ−
ε
fε = 1

Aε（γ
−
εの面積)

∫
γ−
ε
fεのこと。

次に
√
Vε−

∫
ωε

fε の評価をする。∫
ωε

(fε)2 − |V ε|(−
∫
ωε

fε)2 =
∫
ωε

(fε − −
∫
ωε

fε)2 ≥ 0 および固有関数 fεのサポート評価から∫
ωε

(fε)2 = 1 +O(ε)∫
ωε

(fε − −
∫
ωε

fε)2 =
∫
ω1

(fε − −
∫
ω1
fε(ϵx))2|d(ϵx)/dx|dx =

∫
ω1

(fε − −
∫
ω1
fε(ϵx))2ϵndx ≤

(この不等式はポアンカレの不等式のその３)K（fεによらない定数）
∫
ω1

|∇xf
ε(ϵx)|2ϵndx =

K
∫
ω1

|∇ϵxf
ε(ϵx)|2|∂(ϵx)∂x |2ϵndx = K

∫
ωε

|∇ϵxf
ε(ϵx)|2ϵ2d(ϵx) = K

∫
ωε

|∇fε|2ϵ2dx
所で、

∫
ωε

|∇fε|2ϵ2dx = μ−1
ε

∫
ωε

|fε|2ϵ2dx ≤ (μ−1
0 +δ)ε2 = o(ϵ)、従って |V ε|(−

∫
ωε

fε)2=1 +O(ε)、

つまり
√
Vε−

∫
ωε

fε=1+O(ε).次の補題で |
√
Vε{−

∫
γ−
ε
fε − −

∫
γ+
ε
fε}が 1 +O(ε

1
3 )であることを証明する

ので、結局、式 (64)は、

|1 +O(ε
1
3 )− LεVε

μεAε
(1 +O(ε))| ≤

√
VεL

5
2

ε
√
3A

1
2

εμε
= O(εn/2) (65)

つまり limε→0με =
Aε
LεVε

= μ0
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3.7 補題 |
√

Vε{−
∫
γ−
ε
fε − −

∫
ωε

fε}|は O(ε
1
3 )

ここで、次のωε上のポアソン方程式の解 ψε ∈ H1(ωε)を用いる。ψε は次の条件をみたすポアソン方

程式の唯一の解 (H1(wε)に含まれる)である。

Δψε = −Aε
Vε

onωε

∂ψε
∂n

=

{
−1 onγ−

ε
0 on ∂ωε −γ−

ε∫
ωε

ψε　 = 0

(66)

このとき次の評価が成立するので、
∫
ωε

(
Aε
Vϵ
fε) = −

∫
ωε
Δψεfε = −{

∫
ωε

∇· (∇ψϵ ·f ϵ)−
∫
ωϵ
(∇f ϵ ·∇ψϵ)}

=−{
∫
∂ωϵ

f ϵ ∂ψϵ

∂n −
∫
ωϵ
(∇f ϵ · ∇ψϵ) =

∫
γ−
ϵ
f ϵ +

∫
ωϵ
(∇f ϵ · ∇ψϵ)

結局
∫
ωε

(
Aε
Vϵ
fε)−

∫
γ−
ϵ
f ϵ =

∫
ωϵ
(∇f ϵ · ∇ψϵ)つまり

−
∫
ωε

(fε)−−
∫
γ−
ϵ

f ϵ = A−1
ϵ

∫
ωϵ

(∇f ϵ · ∇ψϵ)を得る。 (67)

さて、|
∫
ωϵ
(∇f ϵ · ∇ψϵ)| ≤ ∥∇f ϵ∥L2(ωϵ) · ∥∇ψϵ∥L2(ωϵ) ≤ (µ−1

ϵ )∥∇ψϵ∥L2(ωϵ) ここで、

∥∇ψϵ∥2L2(ωϵ)
=

∫
ωϵ

∇ψϵ · ∇ψϵ =
∫
∂ωϵ

ψϵ
∂ψϵ

∂n −
∫
ωϵ

∆ψϵ · ψϵ =
∫
∂ωϵ

ψϵ
∂ψϵ

∂n = −
∫
γ−
ϵ
ψϵ となり、

∫
γ−
ϵ
ψϵ を評

価するために、trace定理からの準備が必要である。trace定理とは、領域の境界上の関数の積分値と内部領域

の関数の微分値との関係をあたえる定理であり、詳細は次の subsectionで書くことにし、ここでは ω1とその

上のψ ∈ H1
ω1
との間に次の関係が成立することを認めることにする。

∥ψ∥Lp(∂ω1) ≤ ∃K∥∇ψ∥L2(ω1) (68)

ここで、p,Kは ψによらない正数であり、pは２より大きくとれることが重要である。具体的には、n=2の場

合は pは 2以上の任意の値、n=3の場合では、2 < p < 4の範囲で取ることができる。この関係を用いて、ヘ

ルダーの不等式から、2
p +

1
q = 1即ち　 1

q = 1− 2
p > 0となる qとγ1 ⊂ ∂ω1 となる境界上の領域 γ1 に対して、∫

γ1

ψ2 ≤ (

∫
∂ω1

(ψ2)
p
2 )

2
p |γ1|

1
q ≤ ∥ψ∥2Lp(∂ω1)

|γ1|
1
q ≤ K2∥∇ψ∥2L2(ω1)

|γ1|
1
q (69)

が成立する。また、|
∫
γ−
ϵ
ψϵ| ≤ ∥ψϵ∥L2(γ−

ϵ ) · |γ−ϵ |
1
2 であること、および

∥ψϵ∥L2(γ−
ϵ ) = (

∫
γ−
ϵ

ψ2
ϵ )

1
2 = (

∫
ϵ
γ
−
ϵ
ϵ

ψ2
ϵ )

1
2 =

(

∫
γ
−
ϵ
ϵ

ψϵ(ϵy)
2|dϵy
dy

|dy) 1
2 ≤

Kϵ
n−1
2 (

∫
ω1

|∇xψϵ(ϵx))|2dx)
1
2 |γ

−
ϵ

ϵ
|

1
2q =

Kϵ
n−1−n+2

2 (

∫
ωϵ

|∇ϵxψϵ(ϵx))|2d(ϵx))
1
2 |γ

−
ϵ

ϵ
|

1
2q = K

√
ϵ∥∇ψϵ∥L2(ωϵ)|

γ−ϵ
ϵ
|

(70)

を考えれば、結局 ∥∇ψϵ∥2L2(ωϵ)
≤ |γ−ϵ |

1
2K

√
ϵ|γ

−
ϵ

ϵ |
1
2q ∥∇ψϵ∥L2(ωϵ) 従って、

∥∇ψϵ∥L2(ωϵ) ≤ |γ−ϵ |
1
2K

√
ϵ|γ

−
ϵ

ϵ
|

1
2q (71)
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が成立する。式 (67)に戻って、評価すると、

|−
∫
ωε

(fε)−−
∫
γ−
ϵ

f ϵ| ≤ A−1
ϵ µ−1

ϵ ∥∇ψϵ∥L2(ωϵ) ≤ A
− 1

2
ϵ K

√
ϵ|γ

−
ϵ

ϵ
|

1
2q (72)

両辺に
√
Vϵをかけると、 √

Vϵ|−
∫
ωε

(fε)−−
∫
γ−
ϵ

f ϵ| ≤
√
VϵA

− 1
2

ϵ K
√
ϵ|γ

−
ϵ

ϵ
|

1
2q (73)

ここで、
√
VϵA

− 1
2

ϵ K
√
ϵ = O(1)であること |γ

−
ϵ

ϵ |が O(ϵ2)であることを考えると、
√
Vϵ|−

∫
ωε

(fε)−−
∫
γ−
ϵ
f ϵ| =

O(ϵ
1
q )であることが示された。 1

q = 1− 2
p , pは n = 2では２以上の任意値、n = 3では 2と 4の間であるので

、13程度にとると十分。

3.8 トレース問題

4 問題点とこれからの方向

一番の問題点は、ヘルムホルツ共鳴器を極限無限小としてとらえていることである。ここでの最大固有値と

ヘルムホルツ共鳴周波数との比較では、下からの評価、つまりヘルムホルツ共鳴周波数よりも低い周波数がで

る固有値の存在は容易であるが、逆の評価、つまり、ピタリとヘルムホルツ共鳴周波数に一致する固有値が存

在するかは極限操作をしないと示せない（し、その証明は極めて詳細、微妙な評価を積み重ねる）また、固有

関数のサポートの問題が、その上からの評価で用いられるが、やはりその cabityからの固有関数のサポート

のもれかたの評価は極限操作による。証明の中ではその評価が克明にされているので、詳細はある程度わかっ

ている。その観点がら再度整理するのは、意味のないことではないように思う。

5 議論

5.1 cabity境界に角があることと、対象とする関数空間を微分可能関数ではなくて、超関

数の意味での微分可能関数にまで対象を広げたこととは関連があるか 2020.11.5

5.1.1 考察１

対象領域を通常の微分可能性から、弱い意味（超関数の意味）にまで、拡張せざるおえなかった理由（の一

つ）は、微分可能関数は、微分を考慮した L2 ノルムにおいてさえも、次の意味で閉じていないということが

ある。つまり、Ω上の微分可能関数の微分を考慮した L2での極限（つまりソボレフ空間W 1,2でのノルム)は

微分可能ではなくなる。その例をあげてみる。(-1,1)上の次の関数を考える。fn =
−x− 1

2n x ∈ (−1,− 1
2n ]

nx2 x ∈ (− 1
2n ,

1
2n )

x− 1
4n x ∈ [ 1

2n , 1)

この fnが |x|へW 1,2ノルムで収束することは明らかである。|x|はW 1,2に属すけれども、原点で通常の意味

での微分可能ではない。W 1,2の 収束列がW 1,2 へ属すことは、次のようにしてわかる。fn ∈ W 1,2が収束列
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*39 とすると、L2(Ω)の完備性からそれぞれ、∃f, g ∈ L2(Ω)かつ L2(Ω)ノルムで、fnは f に、∇fnは g へ収

束することがわかる。従って、g = ∇f を示せば、W 1,2のノルムで fnは f に収束することがわかる。このこと

は、⃗ϕ ∈ C∞
0 (Ω)に対して、∫

g · ϕ⃗ = lim

∫
∇fn · ϕ⃗ = lim−

∫
fn∇ · ϕ⃗ = −

∫
f∇ · ϕ⃗ (74)

から明らかである。

5.1.2 考察２

論文 [1]にルーズな証明という記述がある。おそらく、ヘルムホルツ共鳴器を固有値問題としてとらえよう

とした動機となるもので、次のようなものである。固有関数は cabity 上で一定、外部では 0（即ち、音は外部

に漏らさない）channel上では x−軸方向に線形に減少する。とする。この仮定のもとに、次の計算を行う。

1

µϵ

∫
Ωϵ

fϵ · fϵ =
∫
Ωϵ

∇fϵ · ∇fϵ =
∫
Γϵ

∇fϵ · ∇fϵ == |Aϵ|
1

Lϵ

2

|Lϵ| =
|Aϵ|
Lϵ

(75)

一方 ∫
Ωϵ

fϵ · fϵ = |Vϵ|+
∫ Lϵ

0

x

Lϵ

2
dx|Aϵ| = |Vϵ|+

Lϵ
3
|Aϵ| (76)

従って、

µϵ =
Lϵ|Vϵ|
|Aϵ|

+
L2
ϵ

3
(77)

従って、limµ→0 µϵ = µ0 論文での記述は少し違っていて、... [1]6p この記述からでは、cabityと channelの

接合部分 {γϵ−}での微分の破れは、関連するようだが、cabityの隅における滑らかさの欠如が効いてくるよう

ではない。

5.1.3 考察 3

文献 [3]190p に次の記述がある。ディリクレ問題での固有関数に関して、もし領域 Ωが滑らかであれば、固

有関数は H2(Ω)に属す。証明は書かれていないし、面倒だという記述があるが、ヘルムホルツ共鳴器におけ

る固有関数においても同様なことがしめせるかも。

5.2 グリーン作用素とラプラス作用素

ローカルに話題になったので、コメントします。この文章全体で、グリーン作用素= −∆−1 という書き方を

していますが、これはポアソン方程式 ∆u = −f をある種の境界条件のもとに解く。つまり、uを見つける。

ということを前提に話をしています。一般的にグリーン作用素という言い方は、F(u)＝ｆという方程式から

ｆから uへの対応付、F−1 についてつけられた名称のように思います。当然ながらこの F−1 を考えて、意味

がある場合と、あまり有効でない場合があります。たまたま、斉次のディリキュレ境界条件およびここで取り

扱うヘルムホルツ共鳴を与える境界条件の場合には、有効であったということになろうかと思います。その根

*39 ∀ϵ > 0∃n0|fn − fm| < ϵ(∀n,m > n0)つまり、コーシー列のこと
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拠としては、ディレキュレ境界条件の場合での、ラプラス作用素では固有値が０に対応する固有関数は、つま

り調和関数となりその最大値、最小値は境界上にあたえられることになります。従って、斉次のディリキュレ

境界条件の場合は対応する固有関数は恒等的に０となり、これは０が固有値としては採用されないことを意味

します。つまり、対応するグリーン作用素は、有界となります。ただし、話の流れとしては、逆で、グリーン

作用素が有界であることが証明できるので、ラプラス作用素は０を固有値として持たないということが、証明

される。ということになります。そうでない場合、たとえば、ノイマン境界でポアソン方程式を考える場合

は、このような設定では、議論が進められなくて、ポアソン方程式ではなく。∆u+u = −f などを対象にする
と、同じように議論が進みます。このとき対応するグリーン作用素は −(∆ + I)−1 のようになると思います。

6 訂正または、気になった点

6.1 記号

6.1.1 W 1
2− > W 1,2

ソボレフ空間 (一回微分可能および微分値とその関数自身が L2空間に属する)の表記は、W 1,2が正しく、前

回まで用いていたW 1
2は正しくないので全面修正した。(2020.11.9)

6.2 W 1,2(Ω)は連続関数とは限らない。

全ての W 1,2(Ω) に属する関数は連続関数のような言い方をしていたが、それは間違い。以下に埋蔵定

理 (TheSobolevImbeddingTheorem)のW p,2に関する記述の一部を与える。詳細は [6]85pTheorem4.12

Ωが円錐条件*40をみたす場合 :

W 1,2(Ω) → *41Lq(Ω)for 2 ≤ q <∞
Ωが有界かつその境界がリプシッツ条件をみたす場合 :

空間の次元が一次元、

W 1,2(Ω) → C0,0.5(Ω̄)*42

空間の次元が２次元、

W 2,2(Ω) → C0,λ(Ω̄) for 0 < λ < 1.

空間の次元が３次元、

W 3,2(Ω) → C0,λ(Ω̄) for 0 < λ < 1.

6.3 W 1,2(Ω)が連続とはならない例

２次元の例、Ω = BR(0)、R < 1、f(x,y)=log(log 1
r ), r =

√
x2 + y2 を考える。

この関数はあきらかに r=0で∞をとり、連続ではない。一方、∥f∥L2(Ω) を計算すると、

∥f∥2L2(Ω) =
∫
BR(0)

|f2|dxdy = 2π
∫ R
0
(log log 1

r )
2 · rdr ここで、log 1

r <
1
r 、0 < r < 1 なので、

*40 小さい円錐の独楽を考え、全ての境界点で、独楽の頂点を境界にとり他を領域内部にとることができるという条件、リプシッツ条
件よりも弱い

*41 → の左が右に埋め込まれていることを表す
*42 0.5ヘルダー連続つまり、|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ K|x− y|0.5
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上式 ≤ 2π
∫ R
0
(log 1

r )
2 · rdr = 2π

∫ R
0
(log r)2 · rdr = 2π{R

2

2 ((log R)2 − log R) + R2

4 } < ∞ となり、

f(x, y)は L2(Ω)に属す。さらに、∥∇f∥L2(Ω) を計算すると、∇f · ∇f = 1
(log r)2r2

*43

従って、∥∇f∥L2(BR(0)) =
∫
BR(0)

1
(log r)2r2 dxdy = 2π

∫ R
0

1
(log r)2r2 · rdr = −2π[ 1

log r ]
R
0 = − 2π

log R <∞であ
り、fはW 1,2 に属す。

6.4 ２次元以上のラプラシアンの基本解はW 1,2(BR(0))には属さない

n-次元球対象関数 *44E(|x⃗|) = E(r)において、∂E∂r = 1

ωn
*45

r1−nを満たす関数をラプラシアンの基本解*46と

いう。

ここでは、結果のみを与える。つまり、詳しく考えていない。{∫
BR(0)

∇E(|x⃗|) · ∇E(|x⃗|)dx⃗ = 1
ωn

∫ R
0
r2−2n · rn−1dr = [ 1

2−nr
2−n]R0 = ∞、(n > 2)∫

BR(0)
∇E(|x⃗|) · ∇E(|x⃗|)dx⃗ = 1

2π

∫ R
0

1
rdr =

1
2π [log r]

R
0 = ∞、(n = 2)

従って E(|x⃗|)はW 1,2(BR(0))に属さない。

6.5 H1
ϵは C1

0(Ωϵ)で近似 (W 1
2ノルム)できるか？
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*43 ∂f
∂x

= ∂f

∂ 1
r

· ∂ 1
r

∂r
· ∂r
∂x

= r
log 1

r

· −1
r2

· x
r
= x

(log r)·r2

*44 つまり、距離—x—=rの関数
*46

∫
Rn E(x− y)ρ(y)dy = ρ(x)が ∀ρ ∈ C2

0 (R
n)で成立する
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