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Bi-orthogonality normal operator and adjoint
operator

大野泰治郎

1 目的

文献 [3]内の式 (2.12) [[ψ̂†
l · ψ̂k]] = δlk を明確にすること。文献 [2]に大体従う。

1.1 背景

一般の実ヒルベルト空間において、linear operator A の adjoint operatorA∗ とは、次の定義である。

(Ax, y) = (x,A∗y)

このとき、一般に Aと A∗ の固有値と固有空間は一対一の関係があり、Aでの異なった固有値に対する固有空

間は一般には互いに直交することは示せないが、Aと A∗ との間では、異なる固有値に対応する固有空間が直

交することは、次の一行で証明される。

λ(xλ, xµ) = (Axλ, xµ) = (xλ, A
∗xµ) = µ(xλ, xµ) (1)

ここで、xλは Aの固有値λに対する固有ベクトル、xµは A∗の固有値µに対する固有ベクトル。

1.2 対象となる方程式

２次元、非圧縮流体であり、定常流 V⃗ の回りでの擾乱 v⃗ を以下のように線形化した N.S方程式を考える。

∂v⃗

∂t
+
∂v⃗

∂x
U(y) +

(
U ′vy

0

)
+ ∇p− 1

R
∆v⃗*1 =

∂v⃗

∂t
+  L(v⃗) + ∇p = 0 (2)

ここで、

 L(v⃗) =
∂v⃗

∂x
U(y) +

(
U ′vy

0

)
− 1

R
∆v⃗

および

V⃗ =

(
U(y)

0

)
, v⃗ =

(
vx
vy

)
, U ′ =

∂U(y)

∂y

1.3 Lagrange Identity

(
∂v⃗

∂t
+  L(v⃗) + ∇p) · ⃗̃v + v⃗ · (

∂⃗̃v

∂t
+ L̃(⃗̃v) + ∇p̃) =

∂(v⃗ · ⃗̃v)

∂t
+ ∇ · J(v⃗, ⃗̃v, p.p̃) (3)

を満たすように、L の adjoint 微分作用素L̃および J(v⃗, ⃗̃v, p.p̃) を定義していく。非圧縮流体の仮定から

、∇ · v⃗ = 0、対応する adjoint N.S 方程式を非圧縮を仮定し、∇ · ⃗̃v = 0とする。

*1 U”(y)=0を仮定しているようだ
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従って、∇p · ⃗̃v = ∇p · ⃗̃v + p∇ · ⃗̃v = ∇ · (p⃗̃v) 同様に∇p̃ · v⃗ = ∇p̃ · v⃗ + p̃∇ · v⃗ = ∇ · (p̃v⃗)

つまり、圧力の部分は定義できた。L 内の の各微分作用素に対してどのように定義するかそのときの

J(v⃗,⃗̃ v, p, p̃)の値がどうなるかを調べていく。

1.3.1 ∂v⃗
∂x · U⃗̃v

∂v⃗

∂x
U · ⃗̃v + v⃗ ·□ = ∇ ·□ (4)

この □を埋める。次のようになる。

∂v⃗

∂x
U · ⃗̃v + v⃗ · ∂U

⃗̃v

∂x
=

∂

∂x
(v⃗U · ⃗̃v) (5)

1.3.2

(
U ′vy

0

)
(
U ′vy

0

)
· ⃗̃v + v⃗ ·□ = ∇ ·□ (6)

この □を埋める。次のようになる。 (
U ′vy

0

)
· ⃗̃v − v⃗ ·

(
0

U ′ṽx

)
= 0 (7)

1.3.3 ∆v⃗

∂2v⃗

∂x2
· ⃗̃v + v⃗ ·□ = ∇ ·□ (8)

この □を埋める。次のようになる。

∂2v⃗

∂x2
· ⃗̃v +

∂v⃗

∂x
· ∂
⃗̃v

∂x
− ∂v⃗

∂x
· ∂
⃗̃v

∂x
− v⃗ · ∂

2⃗̃v

∂x2
=

∂

∂x
(
∂v⃗

∂x
· ⃗̃v − v⃗ · ∂⃗̃v

∂x
) (9)

従って、

∆v⃗ · ⃗̃v − v⃗ · ∆⃗̃v = ∇ ·

(
∂v⃗
∂x · ⃗̃v − v⃗ · ∂⃗̃v

∂x
∂v⃗
∂y · ⃗̃v − v⃗ · ∂⃗̃v

∂y

)
= ∇ · ((aij)ṽi − (ãij)vi) (10)

aij =
∂vi
∂xj
、̃aij =

∂ṽi
∂xj

(11)

ここで、x1 = x、x2 = y、v1 = vx、v2 = vy等

1.3.4 L(v⃗) = ∂v⃗
∂xU(y) +

(
U ′vy

0

)
− 1

R∆v⃗

L(v⃗) · ⃗̃v + v⃗ · L̃(⃗̃v) = ∇ · (

(
v⃗U · ⃗̃v

0

)
− 1

R
(+(aij)⃗̃v − (ãij)v⃗)) (12)

L̃(⃗̃v) =
∂U⃗̃v

∂x
−
(

0
U ′ṽx

)
+

1

R
∆⃗̃v (13)
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1.3.5 J(v⃗, ⃗̃v, p, p̃)

いままでをまとめると

J(v⃗, ⃗̃v, p, p̃) = (

(
v⃗U · ⃗̃v

0

)
− 1

R
(+(aij)⃗̃v − (ãij)v⃗)) + p⃗̃v + p̃v⃗ (14)
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