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1 対象とするモデル

次の３曲面（f：R2− > R3）が対象とするモデルである。
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1.1 Sphere Model(Sphere)

２次元球面を極座標で表示したもの。半径 rは固定とする。

図 1 sphere model

f(θ,φ) = (r ∗ sinθ ∗ cosφ, r ∗ sinθ ∗ sinφ, r ∗ cosθ) (1)

rは正の定数、θ、φは正値 (>0)を取る。θ、φのとり方は、図 (2)を参照

掛け算を表す＊は以後、特にわかりにくい場合以外は、省略する。

図 2 sphereモデルにおけるθ、φのとりかた

1.2 Hyperbolic Plane Model (H2)

f(u1, u2) = (exp(−u1)cos(u2), exp(−u1)sin(u2),

∫ u1

0

√
1− e−2tdt)

z値の積分を計算すると −log(eu
1 −

√
e2u1 − 1)−

√
1− e−2u1 となる。u2を u、eu

1

を vとおいて書き直し、

次の式 (H2モデル)を得る。

f(u, v) = (
1

v
cos u,

1

v
sin u,−log(v −

√
v2 − 1)−

√
1− v−2) (2)
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図 3 hyperbolic plane

u は範囲制限なし、v に関しては　＞１である。このモデルは双曲平面（ロバチェフスキー平面 (アーノル

ド [1, 付録 22]）)をユークリッド空間に埋め込んだ曲面である。上の双曲平面全体をユークリッド空間内で実

現することはできない。（ヒルベルトの定理（小林 [3, pp. 33–35]）、実際この例でも v > 1の制限がつく。

1.3 Negative Curvature Model (NC)

H2モデルのように、負曲率を持つ非ユークリッド曲面全体はユークリッド空間内で実現できないか、とい

うとそんなことはなく、その簡単な例を与えたモデルである。

図 4 negative curvature model

次の式であたえられる。
f(u1, u2) = (h(u1)cos u2, h(u1)sin u2, u1) (3)

ここで、h(u)は、双曲線関数 cosh(u) = eu+e−u

2 のこと。u1、u2 に制限はない。

2 第 1基本量

各モデルでの第 1基本量を計算する。

このセクション以降では、f,iで関数 f の変数 ui(xi) による偏微分 ∂f
∂ui (

∂f
∂xi )を表す。同様に、f,θで関数 f の

θによる偏微分 ∂f
∂θを表す。第 1基本量を表す gij、gθφ 等は、f,iと f,j、および f,θと f,φの R3 での普通の
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意味での内積のことである。

Gをその i行 j列の成分が gij である行列とする。gをその行列 Gの行列式、および gij を逆行列 G−1 の i行

j列の成分とする。

2.1 Sphere Model (Sphere)

式 (1)の Sphere Modelの定義式 f(θ,φ)をθ,φで微分して、

f,θ = (rcosθ cosφ, rcosθ sinφ,−rsinθ)

f,φ = (−rsinθ sinφ, rsinθ cosφ, 0)

従って、gθθ = f,θ ·f,θ= r2, 同様に、gθφ = gφθ = 0, gφφ = r2sin2θ を得る。

従って、

G =

(
r2 0
0 r2sin2θ

)
g = Gの行列式 = r4sin2θ

および

G−1=

(
r−2 0
0 r−2sin−2θ

)
(sin θ ̸= 0の条件の元)となる。

2.2 Hyperbolic Plane Model (H2))

式 (2)の H2 Modelの定義式 f(u,v)を u,vで微分して、

f,u = (
−1

v
sin u,

1

v
cos u, 0)

f,v = (− 1

v2
cos u,− 1

v2
sin u,

1

v

√
1− v2)

を得る。従って、その第 1基本量と gおよび逆行列は、

guu = f,u ·f,u =
1

v2
, guv = gvu = 0, gvv =

1

v2

G =

(
1
v2 0
0 1

v2

)
g = Gの行列式 = v−4

G−1=

(
v2 0
0 v2

)
となる。

2.3 Negative Curvature Model (NC)

式 (3)の NC Modelの定義式 f(u1, u2)を u1, u2 で微分して、

f,1 = (sinh(u1)cos u2, sinh(u1)sin u2, 1)、sinh(u) = (eu − e−u)/2のこと。

f,2 = (−h(u1)sin u2, h(u1)cos u2, 0)
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従って、g11 = f,1 ·f,1 = sinh2(u1) + 1 = h2, g12 = g21 = 0, g22 = h2 つまり、

G =

(
h2 0
0 h2

)
g = Gの行列式 = h4

G−1=

(
h−2 0
0 h−2

)
ここで、h=h(u1)=coshu1 = eu

1
+e−u1

2

3 接続係数

各モデルでの接続係数を計算する。

このセクション以降では、

f,ijで関数 f の変数 ui, uj(または、xi, xj)による偏微分
∂2f

∂ui∂uj
(または

∂2f

∂xi∂xj
)を表す。

同様に、

f,θφで関数 f のθ,φによる偏微分
∂2f

∂θ∂φ
を表す。

接続係数を表すΓk
ijは、ベクトル f,ijの f,k 成分を表すスカラー量（通常の (実)数値、ベクトルでないこ

とを強調するときに用いる）である。ここでのモデルのように 3 次元内の 2 次元曲面では、ηをベクトル

{f,α、α = 1, 2, ..}の法線ベクトル (α= 1, 2の場合は、f,1 , f,2と直交し、かつ f,1 , f,2 ,η が右手系とな

るような、長さ ∥η ∥ = 1のベクトル)としたときに

f,ijは、Γk
ijf,k +η hij (4)

と表すことができる。

この時、Γk
ijはベクトル f,k の係数として与えられる。ここで、Γk

ijf,k は、アインシュタイン規則 (添え数が

上下にわかれた時は、その添え数に関する和をとる)を用いている。上の例では、ΣkΓk
ijf,k を意味する。ま

た hij は後のセクションで、ヘシアン（第 2基本量）として定義されるスカラー量である。

上で使用したアインシュタイン規則はこのセクション以降、特に断らない限り用いる。（分かりづらい場合は、

断ったうえでΣ記号を用いることにする。)

接続係数の計算には、次の式を用いる。この式の導出は、第 1基本量を微分すると、2次微分が現れること

を考慮して、gij ,l (l = i, j, k)を計算してみればよい。

Γk
ij =

1

2
gk α{−gij ,α+gj α,i +gα i,j } (5)

3.1 Sphere Model (Sphere)

Sphere Modelの第 1基本量を用いて、式 (5)を計算する。

Γθθθ = 0,Γθθφ = 0,Γθφθ = 0,Γθφφ = −sinθ cosθ,

Γφθθ = 0,Γφθφ =
cosθ
sinθ

,Γφφθ =
cosθ
sinθ

,Γφφφ = 0,

(上の式が有効なのは sinθ ̸= 0の条件の元である。)
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3.2 Hyperbolic Plane Model (H2))

H2 Modelの第 1基本量を用いて、式 (5)を計算する。

Γu
uu = 0,Γu

uv = −1/v,Γu
vu = −1/v,Γu

vv = 0,

Γv
uu = 1/v,Γv

uv = 0,Γv
vu = 0,Γv

vv = −1/v

3.3 Negative Curvature Model (NC)

NC Modelの第 1基本量を用いて、式 (5)を計算する。

Γ1
11 = tanh(u1),Γ1

12 = 0,Γ1
21 = 0,Γ1

22 = −tanh(u1),

Γ2
11 = 0,Γ2

12 = tanh(u1),Γ2
21 = tanh(u1),Γ2

22 = 0

ここで、

tanh(u) =
eu − e−u

eu + e−u

4 測地線の方程式

各モデルでの測地線を計算する。

U⊂ R2 上に座標 (xi)が与えられているとし、f：U− > R3 を曲面を与える関数とする。

曲面上の曲線をφ (t)= f(xi(t)) と置くと、φが f 曲面上の測地線であるとは、次の方程式をみたすことで

ある。
projφ (t)φ̈ = 0 (6)

ここで、φ̈ = d2φ
d2t 、projp は、曲面上の点 pでの f,iで張る接平面への射影を意味する。故に

φ̇ = f,α ẋα

φ̈ = f,αβ ẋαẋβ + f,k ẍ
k = (Γk

αβf,k +hαβη)ẋαẋ+f,k ẍ
k

従って、測地線の方程式は、

projφ (t))φ̈ = (Γk
αβẋ

αẋβ + ẍk)f,k = 0が成立することである。

つまり、任意の kに対して
Γk
αβẋ

αẋβ + ẍk = 0 (7)

となる。

また式 (6)から
d

dt
(φ̇ · φ̇) = 2φ̈ · φ̇ = 0

なので、
gαβẋ

αẋβ =定数
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とくに、φのパラメータ tをφの長さにとって、定数＝１と考えてよい。（これは、測地線に限った話ではな

い。）つまり、
gαβẋ

αẋβ = 1 (8)

以下各モデルに対して式 (7)、式 (8)を計算する。

4.1 Sphere Model (Sphere)

セクション 3.1 の Sphere Model の接続係数を用いて、式 (7) を計算する。ただし sin θ ̸= 0 とする。xk

としてθ,φをとると、
Γθφφ(φ̇)2 + θ̈ = 0

Γφθφθ̇φ̇+ φ̈ = 0

接続係数に具体的な値を代入して 
θ̈ = sinθ cosθ (φ̇)2

φ̈ = −2 cos θ
sin θθ̇φ̇

(9)

また、式 (8)を計算すると

r2(θ̇)2 + r2sin2θ (φ̇
2
) = 1 (10)

4.2 Hyperbolic Plane Model (H2))

セクション 3.2の H2 Modelの接続係数を用いて、式 (7)を計算する。xk として u,vをとると、

2Γu
vv(u̇)(v̇) + ü = 0

Γv
uu(u̇)

2 +Γv
vv(v̇

2) = 0

接続係数に具体的な値をいれて計算すると
ü = 2

v u̇v̇

v̈ = − 1
v (u̇)

2 + 1
v (v̇)

2

(11)

また、式 (8)を計算すると
(u̇)2 + (v̇)2

v2
= 1 (12)

4.3 Negative Curvature Model (NC)

セクション 3.3の NC Modelの接続係数を用いて、式 (7)を計算する。xkとして u1, u2をとると、

Γ1
11(u̇

1)2 +Γ1
22(u̇

2)2 + ü1 = 0

2Γ2
12(u̇

1)(u̇2) + ü2 = 0
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接続係数に具体的な値をいれて計算すると
tanh(u1)(u̇1)2 − tanh(u1)(u̇2)2 + ü1 = 0

2tanh(u1)u̇1u̇2 + ü2 = 0

(13)

また、式 (8)を計算すると
h2(u1)((u̇1)2 + (u̇2)2) = 1 (14)

5 測地線の実装

5.1 Sphere Model

sphere モデルの測地線はよく知られているように大円である (付録 A) が、ここでは測地線の方程式 (sin

θ ̸= 0 または、φ̇ = 0 を前提とする) から直接実装する。θ̇ = 0 (case 1) 、φ̇ = 0 (case 2)、̇θ ̸= 0 かつ

φ̇ ̸= 0(case 3)に分けて行う。

case 1 θ̇ = 0なので、θは定数 (θ0)、式 (10)より φ̇sinθ0 ̸= 0なので式 (9)より、cosθ0=0でないとい

けない。

従って、θ=θ0=
π
2 および式 (10)より φ̇ = ±1

r{
θ = π

2

φ = 1
r t+φ0

(15)

を実装する。この曲線は (x,y,z)=(r,0,0),(0,r,0)を通る（この球面を地球にみなすと、赤道を表す）大円であ

る。

図 5 Geodesics case 1(Sphere)

case 2

case 1と同様に、θの初期値θ0、φの初期値φ0 として、{
θ = 1

r t＋θ0

φ = φ0

(16)
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が式 (9)を満たす。

この曲線は頂点 (0,0,r)を通る大円である。

図 6 Geodesics case 2(Sphere)

case 3

式 (9)の第 2式を次のように展開していく。

φ̈ = −2
cosθ
sinθ

θ̇φ̇

⇒
φ̈

φ̇
= −2

cosθ
sinθ

θ̇

⇒
d logφ̇

dt
= −2

d (log sinθ)

dt

従って、

Cを任意の定数として、

φ̇ =
eC

sinθ2

がしめせる。

上の式を式 (10)に代入して、(θ̇)2 = r−2 − sin−2θ e2C

上式を書き直すと、 
φ̇ = eC

sin θ2

θ̇ = ±
√
(r−2 − sin−2θ e2C)

(17)

この式 (17)をオイラー法でプログラムする。±の符号のとりかたは、(r−2 − sin−2θ e2C)が正値をたも

つようにプログラム内で反転させる。
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図 7 Geodesics case 3(Sphere)

5.2 Hyperbolic Plane Model (H2)

v = eu
1

, u1 > 0.であったので、v > 1が変数 vに関する条件である。

uに関しては、本質的な制限はない。

u̇ = 0(case1)とu̇ ̸= 0(case2)に分けて考える。case 1 からは (u,v)座標での半直線が、case 2からは同じく

(u,v)座標での半円弧が測地線となることが分かる。

case 1 u̇ = 0

この場合 式 (12)を用いて、
(v̇/v)2 = 1

上式は、d log v = ±d1 従って、α、βを任意の定数として、v(t) = e±teα および、u(t) = β である。± の
符号のとりかたおよび、時間 tの範囲は、ともに v > 1を満たすようにとる。eαを再びαとおいて、

v =α et, u = β (t ∈ (−log α,∞))

v =α e−t, u =β (t ∈ (−∞, log α))

α >0 , βは任意の実数。

case 2 u̇ ̸= 0

式 (11)を用いて、
ü

u̇
= 2

v̇

v
⇒ d log u̇ = 2d log v ⇒ u̇ = eαv2(αは任意定数)、また式 (12)の両辺に、

v2

(u̇)2
を掛けて

1 +
v̇2

u̇2
= v2/u̇2

従って、

(
dv

du
)2 = v2/u̇2 − 1 = e−2 α/v2 − 1 =

e−2 α − v2

v2

つまり、

du = ±v
1√

e−2 α − v2
dv

11



図 8 Geodesics case 1(H2)

右辺は積分できて、結局
u = ∓

√
e−2 α − v2 +β

両辺二乗して
(u−β)2 + v2 = e−2 α,ただし、v > 1、α、βは任意の定数

が測地線となる。

図 9 Geodesics case 2(H2)

5.3 Negative Curvature Model (NC)

u̇2 = 0 (case 1)とu̇2 ̸= 0 (case 2)に分けて考える。

case 1 u̇2 = 0

この場合は u2 は定数である。一方、式 (14)を用いて、

(u̇1)2 = h(u1)−2, h(u) = cosh(u) =
eu + e−u

2

従って、 
u̇1 = ± 2

eu1+e−u1

u2 = α、αは任意の定数

12



となり、これを差分 (オイラー法)を用いて実装する。

図 10 Geodesics case 1(NC)

case 2 u̇2 ̸= 0

式 (13)の第２式を用いて、
ü2

u̇2
= −2tanh(u1)u̇1

⇒
d log u̇2 = −2tanh(u1)u̇1

なので、

log u̇2 =

∫
−2tanh(u1)du1 + C2（定数）

右辺は積分できて、
log u̇2 = log cosh(u1)−2 + C2

結局

u̇2 =
eC2

cosh(u1)2
=

eC2

h(u1)2

これを式 (14)に代入して、

h2(u1)((u̇1)2) +
e2C2

h(u1)2
= 1

従って、

u̇1 = ± 1

h

√
1− e2C2

h2

つまり、この case 2での測地線の満たすべき方程式は
u̇1 = ± 1

h

√
1− e2C2

h2

u̇2 = eC2

h2

となる。ここで、h = cosh(u1)、C2は h > eC2を満たすようにとる。この式を差分 (オイラー法)して、実装

する。

13



図 11 Geodesics case 2(NC)

6 第２基本量

f,ij = Γk
ijf,k +hijη

であった。ηはベクトル f,1と f,2 の外積 f,1 ×f,2 ([f,1 , f,2 ]とも書く)を用いてη = f,1×f,2
∥f,1×f,2∥ と表現で

きる。この時の hij = f,ij ·ηをヘシアン (第２基本量)とよぶ。定義から hij = hji が分かる。各モデルでの

値を計算する。

6.1 Sphere Model

f,θ×f,φ= (r2sin2θ cosφ, r2sin2θ sinφ, r2sinθ sinφ)

従って、
η = (sinθ cosφ, sinθ sinφ, cosθ)

各 hijは、
hθθ = −r, hθφ = hφθ = 0, hφφ = −rsin2θ

で与えられる。

6.2 Hyperbolic Plane Model (H2))

f,u ×f,v = (
1

v2
cos u

√
1− v−2,

1

v2
sin u

√
1− v2,

1

v3
)

従って、

η = (cos u
√

1− v−2, sin u
√
1− v2,

1

v
)

huu = −1

v

√
1− v−2, huv = hvu = 0, hvv =

1

v3
1√

1− v−2

14



6.3 Negative Curvature Model (NC)

f, 1× f, 2 = (−h(u1)cos u2,−h(u1)sin u2, h(u1)sinh(u1))

従って、

η =
1

h(u1)
(−cos u2,−sin u2, sinh(u1))

h11 = −1, h12 = h21 = 0, h22 = 1

7 曲率

曲面 f(u1, u2) とその上に値をとるφ (t)=f(u1(t), u2(t)) で、時間パラメータ t を弧長でとった (即ち、

∥φ̇∥2= 1)曲線を考える。

ui
0 = ui(0)として、曲線φの点 f(u1

0, u
2
0)での曲率とは φ̈(t) ·η |t=0 のことである。ηは前セクションで定

義された曲面 fの点 f(u1(0), u2(0))での単位法線ベクトル f,1×f,2
∥f,1×f,2∥ である。

曲面 fの点 f(u1
0, u

2
0)でのガウス曲率、平均曲率とは、φを f(u1

0, u
2
0)を固定して、u̇i を動かした時に得られ

る曲率の極大値、極小値の積、平均のことをいう。前節のヘシアン（第２基本量）を用いて、

φ̈(t) ·η = hij u̇
iu̇j (18)

となる。行列 G=(gij)、行列 H=(hij)、および Gは対称な非負定値行列なので、G=
√
G

t√
Gとかけて、式

(18)を行列表現すると、

φ̈(t) ·η = (
√
Gu)t(

√
G

t
)−1H(

√
G)−1(

√
Gu)、ここで u = (u̇i)

となる。

一方 ∥φ̇∥2 = 1から gij u̇
iu̇j = 1となるので、v = (

√
G ˙(ui))とおくと ∥v∥ = 1である。上式を書き直すと、

φ̈(t) ·η = vt(
√
G

t
)−1H(

√
G)−1v、v は ∥v∥ = 1を満たす任意のベクトルをとる。

となる。

つまり、行列 K=(
√
G

t
)−1H(

√
G)−1 を考えると、K の固有値が曲率の最大値、最小値を与えることにな

る。従って、曲面 fの (u1
0, u

2
0)上での Gauss曲率は、Kの 行列式 (det K) 、平均曲率はトレース (tr K)*2 を

２分の１とした値となる。

7.1 Sphere Model (Sphere)

G =

(
r2 0
0 r2sin2θ

)

H =

(
−r 0
0 −rsin2θ

)
*2 tr(ABC) = aijb

j
kc

k
i = bjkc

k
i a

i
j = tr(BCA)故 trK = trHG−1 = gijhij

15



従って、

K =

(
−r−1 0
0 −r−1

) {
ガウス曲率 = detK = r−2

平均曲率 = −r−1

である。

7.2 Hyperbolic Plane Model (H2))

G =

(
v−2 0
0 v−2

)

H =

(
−

√
1−v−2

v 0
0 1

v3
√
1−v−2

)

従って、

K =

(
−
√
v2 − 1 0
0 1√

v2−1

) {
ガウス曲率 = detK = −1

平均曲率 = 2−v2

2
√
v2−1

である。

7.3 Negative Curvature Model (NC)

G =

(
h2(u1) 0

0 h2(u1)

)

H =

(
−1 0
0 1

)
従って、

K =

(
− 1

h2(u1) 0

0 1
h2(u1)

) {
ガウス曲率 = detK = −h−4(u1)

平均曲率 = 0

である。

8 ベクトル演算と微分形式

この節では、後で用いるベクトル演算 grad、rot、div を一般座標系の元で与える。この節を通して、Uは

リーマン多様体 Mの開集合とし、x∈ U , x上の接平面 Tx(M))、接バンドル ∪Tx(M) = T (M)、U上に座

標 (x1, x2, ..., xd) および T(M)上に第 1基本量 gij = ∂i · ∂j が与えられているものとし、T(M)の双対空間

T ∗(M)その基底 dxi が dxi(∂j) =

δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j

で与えられているものとする。T ∗(M)の元を 1次の微分形式という。

T ∗(M) ∧ T ∗(M)で外積を、T ∗(M)n = T ∗(M) ∧ ... ∧ T ∗(M))、特に T ∗(M)0 = C(M) {M上の滑らかな関

16



数 }を表す。
外微分 d : T ∗(M)n−1− > T ∗(M)n を通常どおり、

d(ai1...in−1dx
i1 ∧ ... ∧ dxin−1) = ai1...in−1 ,α dxα ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxin−1

と定義する。以下簡単のため、d=3として、話をすすめる。

ベクトル場 A∈T(M)に対して、次のように T ∗(M)の元ω1
A を対応させる。

ω1
A(∂α) = A · ∂α (T (M)内での内積)

また、ベクトル場 A ∈ T 2(M)に対して、次のように T ∗2

(M)の元ω2
A を対応させる。

ω2
A(∂α, ∂β) = A · [∂α, ∂β] (T (M)内での∂α, ∂βの外積と Aの内積)

[∂α, ∂β]は、T(M)内の外積であるが、ここでは次式で解釈する。

∂γ · [∂α, ∂β] =
√
gε (γ,α,β)

g は第 1基本量 G=(gij)の行列式、ε (γ,α,β)は１、０、ー１をとる関数であり、置換 (γ,α,β)が置

換 (1,2,3) の偶置換（偶数回の互換で (1,2,3) から (γ, α, β) に到達) であれば１、奇置換であればー１そ

れ以外（つまり重複する値がある場合）は０をとる。例えば、ε (1,2,3)=1, ε (2,3,1)=1, ε (3,1,2)=1, ε

(2,1,3)=-1,ε (1,1,3)=0... これから、[∂α, ∂β] = −[∂β, ∂α] が分かる。[ , ]の第一項、第 2項とも線形性を

有するので、上の定義を任意のベクトルに拡張できる。

これまでの定義で、少し面倒ではあるが、ω1
∂i

∧ω1
∂j

= ω2
[∂i,∂j ]

(付録 B) を示すことができる。

8.1 勾配

f ∈ T 0(M)つまり滑らかなM上の関数とする。fの勾配 (gradient) grad f ∈ T (M)を、df = ω1
grad f で

定義する。

grad f = (grad f)α∂α とおくと、

df = f,α dxα従って、df(∂β) = f,β、一方ω
1
grad f (∂β) = grad f · ∂β = (grad f)αgαβ

故に
f,β= (grad f)αgαβ

従って、
(grad f)α = f,β gβα

つまり、
grad f = f,β gβα∂α (19)

となる。
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8.2 回転

A ∈ T (M)とする、この時、Aの回転 (rotation)、 rot A を　ω2
rotA = dω1

A で定義する。以下、rot A

= (rotA)k∂k の成分 (rotA)k を計算する。

まず、ω1
A = (A · ∂i)dxi なので、ω1

A = Aαgα idx
i 従って、dω1

A = (Aαgα i),j dx
j ∧ dxi ⇒

dω1
A(∂i, ∂j) = (Aαgα j),i −(Aαgα i),j

が成り立つ。一方、

ω2
rotA(∂i, ∂j) = rotA · [∂i, ∂j ] = (rotA)k∂k · [∂i, ∂j ] =

√
g(rotA)kε (k, i, j)

従って、ω2
rot A = dω1

A が rot Aの定義なので、

(rotA)k =
1
√
g
ε (k, i, j){(Aαgα j),i −(Aαgα i),j }

これを d（次元）=3を仮定して具体的に書くと

(rotA)1 = 1√
g{(A

αgα 3),2 −(Aαgα 2),3 }

(rotA)2 = 1√
g{(A

αgα 1),3 −(Aαgα 3),1 }

(rotA)3 = 1√
g{(A

αgα 2),1 −(Aαgα 1),2 }

(20)

となる。

8.3 発散

d=3を仮定する。

A ∈ T (M)とする、この時、Aの発散 (divergence) divAを divAω3 = dω2
Aで定義する。

ここでω3 ∈ (T ∗(M))3はT(M)内のベクトル a,b,cの体積要素 a·(b×c)を与える。特に、ω3(∂1, ∂2, ∂3)=
√
g

である。div Aはスカラ量である。Aの成分 Aα を用いて、div Aを体的に書いてみる。まず、

ω2
A(∂i, ∂j) = A · [∂i, ∂j ] = Aα∂α · [∂i, ∂j ] = Aα

√
gε (α, i, j)

である。ω2
A = aijdx

i ∧ dxj とおくと、ω2
A(∂i, ∂j) = aij − aji

故に
√
gAα =

ω2
A(∂i, ∂j)

ε (α, i, j)
= ε (α, i, j)(aij − aji) = ε (α, i, j)aij +ε (α, j, i)aji

一方、

dω2
A = aij ,k dx

k ∧ dxi ∧ dxj = aij ,kε (k, i, j)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = (aijε (k, i, j)),k dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3

となるので、

dω2
A =

∑
k(ε (k, i, j)aij +ε (k, j, i)aji),k dx

1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
∑

k(
√
gAk),k dx

1 ∧ dx2 ∧ dx3 つまり、

divAω3(∂1, ∂2, ∂3) = dω2
A(∂1, ∂2, ∂3) = (

√
gAk), k
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故に

divA =
1
√
g
(
√
gAα),α (21)

8.4 laplacian

f ∈ T 0(M)に対するラプラシアンをΔ f = div (grad f)で定義する。div 、gradの定義を適用すると、

div(grad f) = 1√
g (f,α gαβ

√
g),β= (f,α gαβ),β+ 1√

g (f,α gαβ)
√
g,β =

f,αβ gαβ + f,α {(gαβ),β+
1
√
g
gαβ(

√
g),β }*3 (22)

が得られる。gは今までどおり、第一基本量からなる行列 Gの行列式である。上の式を、後のセクション（一

般座標系でのブラウン運動）で、用いられる形 (Laplace Beltrami operator)に変形していく。ε (i1...in)を

今までの定義を拡張して、(i1...in)をソートする互換数が偶数であれば 1、奇数であれば-1、同じ値のインデッ

クス (i1 = i2 など)がある場合は０とする。ε (i1...i
∨
iα
...in)を (i1...in)から iα を除いた置換に関するεとす

ると、ε (i1...in) = (−1)α +iαε (i1...i
∨
α...id)であることに注意する。次のことが言える。

dg = dgijg
ijg

(∵)
g =

∑
i1...in

ε (i1...in)g1i1 ...gnin 従って、dg=
∑

i1...in

∑
αε (i1...in)g1i1 ...dgα iα ...gnin

=
∑
α

∑
iα

dgα iα(−1)α +iα
∑

i1...i∨α...in
ε (i1...i

∨
α...in) g1i1 ..g

∨
α iα

..gnin

=
∑
α

∑
iα

dgα iα (−1)α +iαdet(Gα iα) ここで、Gij は行列 Gから i行 j列を取り除いた行列である。とこ

ろで、gij = 1
g{Gの (ij)余因子 }かつ、detGij(−1)i+j は Gの (ij)余因子であるので、結局 dg = dgijg

ijg

が示せる。□

このことから、g,β= gij ,β gijg、その両辺 gで割り、gβα をかけると、1
g g,β gβα = gij ,β gijgβα が言える。

式 (22)の第 3項は、上式の 左辺
2 なので、右辺を代入すると、

f,αβ gαβ + f,α {(gαβ),β+
gij ,β gijgβα

2
} (23)

となる。所で、接続係数Γαij =
1
2 (g

αβ(−gij, β + gj β,i + gβ,ij))を用いて、gijΓαij を計算すると、

gijΓαij = −1

2
gijgαβgij, β + gijgαβgj β,i = −1

2
gijgαβgij, β − gα i,i

(∵ (gijgj β),i = (δi
β),i = 0を展開すると上式の第 2項と第 3項の等号がでてくる。)となって、式 (23)の

{}内を負にしたものに等しい。従って、式 (23)=

f,αβ gαβ − f,α gijΓαij (24)

つまり、Δ f = div(grad f)= f,ij g
ij − f,α gijΓαij が成立する。

*3

式 (22)の｛｝の中 =
1
√
g
(
√
ggαβ), βである。以下の計算は

1
√
g
(
√
ggαβ), β = −gijΓαijを示している。
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8.5 Laplace Beltrami operator

前 subsectionでの式 (24)を Laplace Beltrami operatorと言う。

9 リーマン空間上のブラウン運動

このセクションでは、全面的に文献 [2, 180-199ページ]を参照している。

9.1 定式化

Md を d－次元リーマン空間、その第一基本量を G = {gij}、fをMd 上の滑らかな関数で

lim
x→∞

∥f(x)∥ = 0 (25)

を満たすとする。Md 上の拡散過程（連続パスを持つマルコフ過程）(Xt)を考える。

u(f,t,x)=Ttf(x) = Ex[f(Xt)]とおく、Xtのマルコフ性から

u(f, t+ s, x) = u(Tsf, t, x)) (26)

上で定義した uに対して、
∂u

∂t
=

1

2
Δ u (27)

を満たす場合に、{Xt}をMd 上のブラウン運動という。ただし、Δは、Laplacian (= Laplace-Beltrami作

用素)つまり、Δ u = div(grad u)= gαβ(u,αβ−Γγαβu,γ )(前セクション)である。

次の事がわかる。

拡散過程 Xtおよび条件 (25)を満たす fに対して、滑らかな関数 (gβ)があって、

df(Xt) = g(Xt)βdB
β
t +

1

2
Δ fdt (28)

と表現されていれば、Xt は式 (27)を満たす。即ち、Md 上のブラウン運動である。ここで、{Bβt }は、ユー
クリッド空間上の通常の（Md の局所座標系上に定義された）ブラウン運動である。

(∵)
まず、t=0で、式 (27)を満たすことを示す。

∂u

∂t
|t=0 =

∂

∂t
Ex(f(Xt))|t=0 = Ex(

∂

∂t
f(Xt))|t=0

(28)より、

f(Xt)− f(X0) =

∫ t

0

g(Xs)βdB
β
s +

1

2

∫ t

0

Δ fds

両辺を積分して、

Ex[f(Xt)− f(X0)] = E[

∫ t

0

g(Xs)βdB
β
s ] +

1

2
E[

∫ t

0

Δ fds]

E[
∫ t

0
gβ(Xs)dB

β
s ] は被積分関数 gβ(Xs)と dBβs が独立なので、値は０となる。

従って、Ex[f(Xt)− f(X0)] =
1
2E[

∫ t

0
Δ fds] = 1

2

∫ t

0
E[Δ f ]ds 両辺を tで微分して、t=0にすると、
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∂tu(f, t, x)|t=0 = 1
2Ex[Δ f(Xt)]|t=0 =1

2Δ f(x) = 1
2Δ u(0, x) *4

となり、t=0の場合に証明された。この式が一般の t > 0に対しても成立することは、Tt の半群の性質 (26)

からでてくる。 □

9.2 ブラウン運動の構成

式 (28)を満たす拡散過程 Xt は、次のようにして構成する。

Bα を d-次元ユークリッド空間上の通常のブラウン運動、(gαγ)は、第一基本量の逆行列、σαβ は、その平

方、即ち ∑
β

σαβσ
γ
β = gαγ

および、, bγ = −1
2g
αβΓγαβ とおいて、{Xγt }を

dXγt = σγαdB
α + bγdt (29)

で定義する。

この式を満たす Xγt は、式 (28)を満たすこと、即ちMd 上のブラウン運動であることが分かる。

(∵) 伊藤の公式を用いて式の左辺を展開する。

df(Xt) = f,γ dXγt +
1

2
f,αβ dXαt dXβt

= f,γσ
γ
αdB

α
t + f,γ bγdt+

1

2
f,αβ

∑
γ

σαγσ
β
γdt

= f,γσ
γ
αdB

α
t + (f,γ bγ +

1

2
f,αβ gαβ)dt

= f,γσ
γ
αdB

α
t +

1

2
(−gαβΓγαβf,γ+f,αβ gαβ)dt

= f,γσ
γ
αdB

α
t +

1

2
Δ fdt □

10 ブラウン運動の実装

dXγt =σγαdB
α + bγdt, bγ = −1

2
gαβΓγαβ

を３モデルで実装する。実装にあたって、dt=2−22程度、dBαt = Bα(t+ dt)− Bα(t)は分散 dt 平均０の正

規分布に従う乱数、dXαt =Xαn+1 −Xαn と差分化する。

*4 この式で分かるように、Xt がブラウン運動であるためには、df(Xt) = g(Xt)βdB
β
t + h(Xt))dtとおくと、h(x)= 1

2
Δ f でな

ければいけない。つまり、Xt がM上のブラウン運動であるためには、df(Xt)のドリフト部分は 1
2
Δ f であることが必要である。
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10.1 Sphere モデル

G =

(
gθθ gθφ
gφθ gφφ

)
=

(
r2 0
0 r2sin2θ

)

G−1 =

(
r−2 0
0 r−2sin−2θ

)
、σ =

(
r−1 0
0 r−1sin−1θ

)

Γθφφ = −sinθ cosθ、Γφθφ =
cosθ
sinθ

、その他は 0

従って、

dXθt = σθθdB
θ
t + bθdt =

1

r
dBθt − 1

2
gαβΓθαβ

=
1

r
dBθt − 1

2
gφφΓθφφdt =

1

r
dBθt − 1

2

1

r2sin2θ
(−sinθ cosθ)dt

dXθt =
1

r
dBθt +

1

2r2
cosθ
sinθ

dt

および、

dXφt = σφφdB
φ
t − 1

2
gαβΓφαβ =

1

rsinθ
dBφt

上式内のθ=Xθt である。

まとめると、 
dXθt = 1

rdB
θ
t + 1

2r2
cosXθ

t

sinXθ
t

dt

dXφt = 1

rsinXθ
t

dBφt

(30)

図 12 Brown Mortion(Sphere)
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10.2 Hyperbolic Model

G =

(
guu guv
gvu gvv

)
=

(
1
v2 0
0 1

v2

)

G−1 =

(
v2 0
0 v2

)
σ =

(
v 0
0 v

)

Γu
uv = −1

v
、Γv

uu =
1

v
、Γv

vv = −1

v
その他は 0

従って、

dXu
t = σu

udB
u
t − 1

2
gαβΓu

αβdt = vdBu
t

および、

dXv
t = σv

vdB
v
t − 1

2
gαβΓv

αβ = vdBv
t + {−1

2
v2

1

v
+

1

2
v2

1

v
}dt = vdBv

t

上式内の v = Xv
t である。まとめると、  dXu

t = Xv
t dB

u
t

dXv
t = Xv

t dB
v
t

(31)

ただし、vの制限から Xv
t > 1であるように乱数 dBv

t を選択する。*
5

図 13 Brown Mortion(H2)

10.3 NC-Model

G =

(
gu1u1 gu1u2

gu2u1 gu2u2

)
=

(
h(u1)2 0

0 h(u1)2

)

G−1

(
h(u1)−2 0

0 h(u1)−2

)
σ =

(
h(u1)−1 0

0 h(u1)−1

)

*5 プログラム上このような作りになってしまうが。。境界がある場合の確率微分方程式の実装はもっと注意すべきかもしれない。。
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ここで、h(u) = cosh(u) =
1

2
(eu + e−u)

Γu1

u1u1 = tanh(u1)、Γu1

u2u2 = −tanh(u1)、Γu2

u1u2 =Γu2

u2u1 = tanh(u1)、その他は０

従って、

dXu1

t = σu1

u1dBu1

t − 1

2
gαβΓu1

αβdt =
1

h(u1)
dBu1

t − 1

2
g11tanh(u1)dt+

1

2
g22tanh(u1)dt =

1

h(u1)
dBu1

t

dXu2

t = σu2

u2dBu2

t − 1

2
g11tanh(u1)dt+

1

2
g22tanh(u1)dt =

1

h(u1)
dBu1

t

および、

dXu2

t = σu2

u2dBu2

t − 1

2
gαβΓu2

αβdt =
1

h(u1)
dBu2

t

上式内の u1 = Xu1

t である。まとめると、
dXu2

t = 1

h(Xu1
t )

dBu1

t

dXu2

t = 1

h(Xu1
t )

dBu2

t

(32)

図 14 Brown Mortion(NC)

付録 A sphere モデルの測地線が大円となること

fを sphereモデルを与える式 (1)とする。Ψ (t)=f(θ (t),φ (t))とおく。つまり、

Ψ (t) = f(θ (t),φ (t)) = (rsinθ (t)cosφ (t), rsinθ (t)sinφ (t), rcosθ (t))

である。パラメータ tを弧長に (つまり、∥Ψ̇∥2 = 1となるように)とっておく。まずΨ (t)が測地線の方程式

Projφ (t)(Ψ̈(t)) = 0 を満たせば、

Ψ̈ = −1/r2Ψ (33)
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となることをを示す。式を簡単にするために以下θを x1、φを x2とおく。Ψ̇ = f,i ẋ
i、Ψ̈ = f,ij ẋ

iẋj+f,k ẍ
k

である。式 (4)によれば、Ψ̈ = (Γk
ijf,k +η hij)ẋ

iẋj+f,k ẍ
k となるので、Ψ̈ = Projφ (t)(Ψ̈(t))+η hij ẋ

iẋj

が成立する。Ψが測地線であれば、右辺の第一項が０なので、

Ψ̈ =η hij ẋ
iẋj (34)

となる。[a,b]をベクトル a、bの外積（a× b)とする。Sphere Modelで、上の式の右辺を具体的に計算する。

η =
[f,θ , f,φ ]

|[f,θ , f,φ ]∥
= (sinθ cosφ, sinθ sinφ, cosθ) =

f

r
であることが分かる。

hijは、f,ij ·ηなので
hθθ = −r, hθφ = hφθ = 0, hφφ = −rsin2θ

代入すると式 (34)は、
Ψ̈ = (−r(θ̇)2 − rsin2θ (φ̇)2)η (35)

t を弧長にとっているので、∥Ψ̇∥2 = gij ẋiẋj=1、sphere モデルの第 1 基本量を代入すると ∥Ψ̇∥2 =

r2(θ̇)2 + r2sin2θ (φ̇)2 なので、この式とη= f/r = Ψ/r を式 (35)代入すると Ψ̈ = −Ψ
r2 となり式 (33)が

示された。式 (33)が示されると [Ψ (t), Ψ̇] は tによらないこと、つまり定ベクトル（以下 Hとおく)となる

ことが分かる。

∵
d

dt
([Ψ (t), Ψ̇]) = [Ψ̇, Ψ̇] + [Ψ, Ψ̈] = [Ψ̇, Ψ̇]− [Ψ,Ψ]/r2 = 0 □

さらに、H=[Ψ (t), Ψ̇]はゼロベクトルではないことが分かる。

∵
Ψは球面上のベクトルなので、∥Ψ ∥2 = r2 である。従ってそれを tで微分すると、0つまり、Ψ̇(t) はΨ (t)

と直交する。さらにΨおよびΨ̇ は０でない。□
従って、

H ·Ψ (t) = [Ψ (t), Ψ̇] ·Ψ (t) = 0

となりΨ (t)は 0でないベクトル Hと常に直交する。これは、Ψ (t)が原点を通るベクトル H を法線として

もつ大円上にあることを示す。

付録 B ω1
∂i
∧ω1

∂j
= ω2

[∂i,∂j ]

(∵) ω1
∂i

= ω1
∂i
(∂α)dx

α = gi αdx
α 従って、ω1

∂i
∧ω1

∂j
= gi αgj βdx

α ∧ dxβ

つまり、ω1
∂i

∧ω1
∂j
(∂α, ∂β) =gi αgj β − gi βgj α である。

一方ω2
[∂i,∂j ]

(∂α, ∂β) = [∂i, ∂j ] · [∂α, ∂β]について計算する。
[∂i, ∂j ] = [∂i, ∂j ]

k∂k とおくと [∂i, ∂j ] · ∂l = [∂i, ∂j ]
kgkl

[∂i, ∂j ] · ∂l= ε (l, i, j)
√
g なので上の式（左辺）に代入して、

[∂i, ∂j ]
k = ε (l, i, j)

√
gglk を得る。

従って、
ω2

[∂i,∂j ]
(∂α, ∂β) = [∂i, ∂j ]

k∂k · [∂α, ∂β] =ε (l, i, j)
√
gglk∂k · [∂α, ∂β]

= ε (l, i, j)
√
gglkε (k,α,β)

√
g = ε (l, i, j)ε (k,α,β)gglkとなる。
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所で gglk = Δlk(余因子行列) = (−1)l+kGlk(第 1基本量からなる行列 Gから l行 k 列を除いた行列の行列式

)であるので、

結局 (−1)l+kGlkε (l, i, j)ε (k,α,β)＝ gi αgj β − gi βgj α を示せば良いことになる。

両辺で、iと jを入れ替えると、ともに符号が変わるので、i < j ,α < βを仮定して示せば良いことになる。

ところで、i < j では (−1)lε (l, i, j) = −1 同じように、(−1)kε (k,α,β) = -1 なのでつまり、Glk =

gi αgj β − gi βgj αが i < j,α < βの時に成立すればよいことになるが、それは、Glk の定義である。□

付録 C トーラスモデル

トーラスモデルを追加する。

f(θ,φ) = (cosθ (r2cosφ+ r1), sinθ (r2cosφ+ r1), r2sinφ) (36)

r1, r2 は正の定数、r1, r2 のとり方は、図 (15)を参照

opt[1]が半径 r1、opt[2]が半径 r2 の円を表す。θは z軸を回転軸とし、x軸を起点 (θ=0)とする opt[1]の角

度、φは opt[2]の角度で、x軸上 r1 を中心とし、x軸の正方向を起点とする角度である。

図 15 tourusモデル

C.1 第一基本量

f,θ = (−sinθ (r2cosφ+ r1), cosθ (r2cosφ+ r1), 0)

f,φ = (cosθ (−r2sinφ),−sinθ r2sinφ, r2cosφ)

従って、

G =

(
gθθ gθφ
gφθ gφφ

)
=

(
(r2cosφ+ r1)

2 0
0 r22

)
(37)

G−1 =

(
gθθ gθφ

gφθ gφφ

)
=

(
(r2cosφ+ r1)

−2 0
0 r−2

2

)
(38)

および、g= r22(r2cosφ+ r1)
2、

√
g = r2(r2cosφ+ r1)
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C.2 接続係数

gθθ, θ = 0

gθθ, φ = −2r2sinφ (r2cosφ+ r1)

gφφ, θ = 0

gφφ, φ = 0

gθφ, α = gφθ, α = 0(α =θ or φ)

接続係数Γi
jk = 1

2g
i α(−gjk, α + gk α,j + gα j,k) であった。従って、それぞれ代入して計算すると

Γθθθ = 0

Γφθθ =
sinφ (r2cosφ+ r1)

r2

Γθθφ = − sinφ r2
r2cosφ+ r1

Γφθφ = 0

Γθφθ = Γθθφ

Γφφθ = Γφθφ

Γθφφ = 0

Γφφφ = 0

(39)

C.3 ヘシアン

ヘシアン（第 2基本量)hαβ の定義は、f, αβ = Γγαβf, γ + hαβη (ηは f, α×f, β
∥f, α×f, β∥ )であった。これを計

算すると、η = (cosφ cosθ, sinθ cosφ, sinφ)であり、各ヘシアンは

hθθ = −cosφ (r2cosφ+ r1)

hφφ = −r2

hθφ = hφθ = 0

つまり、ヘシアン行列 Hは、

H =

(
−cosφ (r2cosφ+ r1) 0

0 r2

)
(40)

C.4 曲率

第一基本量 Gおよびヘシアン Hが分かったので、ガウス曲率および平均曲率は

K =
√
G−1

t
H
√
G−1 の行列式およびトレース/2であった。

従って

ガウス曲率 =
1

r2
cosφ

1

r2cosφ+ r1
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平均曲率 = −1

2

2r2cosφ+ r1
r2(r2cosφ+ r1)

C.5 測地線

[1, pp. 117–118]も参照

Ψ (t) = f(θ (t),φ (t))が測地線であることは、projΨ (t)
d
dtΨ̇ = 0であった。f, γ の成分ごとに表すと、Γ

γ
αβẋ

αẋβ + ẍγ = 0 および弧長を t にとることで、∥Ψ̇∥2 = gθθ(θ̇)2 + gφφ(φ̇)2=1 であった。この式に

tourusモデルの接続係数、第一基本量を代入すると

θ̈ =
2sinφ r2

r2cosφ+ r1
θ̇φ̇ (41)

φ̈ =
sinφ (r2cosφ+ r1)

(r2cosφ+ r1)
2(θ̇)2 + r22(φ̇)2 = 1 (42)

θ̇ ̸= 0を仮定すると式 (41)は、定数 cを含む次式になる。

θ̇ = ec(r2cosφ+ r1)
−2

また θ̇ = 0の場合は、次式をえる。
φ (t) = ±r−1

2 t+φ0

C.6 ブラウン運動

第一基本量が与えられているリーマン曲面上のブラウン運動は、dXγt = σγαdB
α + bγdt, bγ = − 1

2g
αβΓ

γ
αβ ここでΣασ

i
αα

j
α = gij であった。具体的に値を代入すると、σθθ = 1

r2cos φ +r1
、σφφ = r−1

2 、σ
θ
φ = σ

φ
θ = 0および bθ = 0、bφ = − sin φ

2r2(r2cos φ +r1)
従って、次式を得る。

dXθt =
1

r2cosφ+ r1
dBθt

dXφt =
1

r2
dBφt − sinφ

2r2(r2cosφ+ r1)
dt

付録 D Sphere Model XY-座標

Sphereモデルを 1.1とは異なった局所座標系で記述する。目的は、ブラウン運動の座標依存性の有無を確

認することにある。特にドリフト項の意味を確認したい。

f(x, y) −→ (x, y, z), z = ±
√
r2 − x2 − y2 (43)

zの符号のとり方は、後述する。

D.1 第一基本量

f,x = (1, 0,−x

z
), f,y = (0, 1,−y

z
)
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従って、

G =

(
gxx gxy
gyx gyy

)
=

(
1 + x2

z2
xy
z2

xy
z2 1 + y2

z2

)

g= r2

z2

G−1 =

(
gxx gxy

gyx gyy

)
=

1

r2

(
r2 − x2 −xy
−xy r2 − y2

)

D.2 接続係数

gxx,x =
2x(r2 − y2)

z4
, gxx,y =

2x2y

z4
, gxy,x = gyx,x =

y(z2 + 2x2)

z4

gxy,y = gyx,y =
x(z2 + 2y2)

z4
, gyy,x =

2xy2

z4
, gyy,y =

2y(r2 − x2)

z4

故に、接続係数Γk
ij = gk α(−gij, α + gj α,i + gα i,j)は次のようになる。

Γx
xx =

x(r2 − y2)

r2z2
,Γy

xx =
y(r2 − y2)

r2z2
,Γx

xy =
x2y

r2z2

Γy
xy =

xy2

r2z2
,Γx

yy =
x(r2 − x2)

r2z2
,Γy

yy =
y(r2 − x2)

r2z2

Γx
yx = Γx

xy,Γ
y
yx = Γy

xy

D.3 ブラウン運動

リーマン曲面上のブラウン運動は次の確率微分方程式の解

dXγt =σγαdB
α
t + bγdt,σγα =

√
G−1, bγ = −1

2
gαβΓγαβ

であった。Sphereモデル (XY-座標)でσ、bを求める。まずσは対称正定値行列の Choleskey分解から簡単

に 3角行列としてもとまって、

σ =

( z√
x2+z2

− xy

r
√
x2+z2

0
√
1− y2

r2

)

また、単純計算で

bx = − 1
2g
αβΓx

αβ = − x
r2

by = − 1
2g
αβΓy

αβ = − y
r2

が求まる。従って、Sphere-Model(XY-座標)でのブラウン運動の確率微分方程式は

dXx
t =

z√
x2 + z2

dBx
t − xy

r
√
x2 + z2

dBy
t − x

r2
dt (44)

dXy
t =

√
1− y2

r2
dBy

t − y

r2
dt (45)

となる。
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図 16 BrownMortion Sphereモデル (XY-座標)

付録 E SphereModel上のブラウン運動 (θφモデルからの座標変換）

ここでは、SphereModel上のブラウン運動 (subsection 10.1) から求めた式から直接、θ、φを x、yに座

標変換して、dx、dyが満たすべき確率微分方程式をもとめてみる。x、yとθ、φとの関係は

x = rsinθ cosφ, y = rsinθ sinφ, z = rcosφ

であった。dx = rsinθ cosφ= f(θ,φ)を展開してみると、

dx = f,θ dθ+ f,φ dφ+
1

2
{f, θθdθ2 + 2f, θφdθ dφ+ f, φφdφ

2}

ここで、dθ、dφは式 (30)から

dθ =
1

r
dBθt +

1

2r2
cosθ
sinθ

dt

dφ =
1

rsinθ
dBφt

なので、これを代入し、さらに f,θ= rcosθ cosφ、f,φ= −rsinθ sinφおよび、f, θθ、fθφ、f, φφ の

値を代入し、伊藤の公式を用いてまとめると

dx = cosθ cosφ dBθ − sinφ dBφ − x

r2
dt

を得る。同様に
dy = cosθ sinφ dBθ + cosφ dBφ − y

r2
dt

を得る。つまり式 (44)、(45)とドリフト項は等しい。しかし、次のようにブラウン運動の軌跡は同じ乱数を

用いているにも関わらず、異なる。
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図 17 BrownMortion Sphereモデル (XY-Pole座標)
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